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前  言 

一、本课程性质、编写目的、课程简介、编写人员 

课程性质：本课程是全校各专业本科生通识主干课程。 

编写目的：本大纲的目的在于建立《自然科学史》教学内容的基本框架，制定教学线索以及实

施教学的过程和步骤。由于学生实际情况的不同，在实际教学的过程中可能会在学时分配和内容详

略方面有所调整。 

课程简介：本课程将介绍自然科学产生和发展的历程，将其放入广阔的思想和社会背景中进行

阐述，涉及到各种宇宙观思想的形成、竞争、交融和更替，自然科学各门学科的前身和发源、其材

料的搜集和发现，基本概念的产生，理论发展中的各种观点的提出、争议和变迁，以及相关科学家

的生平及其贡献。主要内容包括：古代世界的科学技术，中国的科学技术、欧洲中世纪的自然科学、

哥白尼革命、第一、第二次技术革命、十九世纪的自然科学、二十世纪物理学革命、现代科学的发

展。本课程由自然科学教研室开设，是我校本科生通识主干课程之一。 

编写人员：李净、张红岩、肖磊。 

二、本课程的教学目的和基本要求 

教学目的： 本课程旨在使学生对自然科学有一个全景式的认识，理清各门科学学科的起源及

其相互之间的关联及差异，并且进一步了解科学发展背后的诸多文化及社会因素，由此把握科学知

识的层次和结构，更深刻地理解科学精神的内涵。另外通过许多科学家的人生经历，可以激发学生

追求真理、探索未知、求实创新、坚持不懈的精神。 

基本要求：本课程只需要中学的科学知识水平。课程以人类对自然的探索来展开，需要学生带

着好奇心和探究心，进入人类历史长河中的各个阶段，去的理解人类在追求知识和真理中所付出的

巨大努力及取得的成果，学会同情地理解前人的错误，并从中吸取教训；学会批判地看待已有的理

论，不断地发展和完善它们。 

三、本课程的学时分配 

本课程共 36 学时，每周 2 学时。本课程共进行 18 周。包括课堂教学、课堂讨论、课堂作业。 
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绪  论 

本章教学目的和基本要求：理解自然、科学、历史概念上的分属，了解自然科学史的研究对象、

研究方法以及主要的内容，重点有历史观念的辨析、自然科学的两大研究传统，科学史的三种编史

方法，科学史的年代划分，以及学习科学史的意义。难点是历史观念的辨析和科学史三种编史方法。 

第一节  什么是自然科学史 

一、自然科学 

（一）自然 

（二）科学 

科学分为自然科学和社会科学 

1．自然科学 

自然界中的事物与现象，其状态、属性、类型及运动变化规律。 

（1）自然界：无机自然界、有机自然界（包括人的生物属性） 

（2）研究领域：数学、物理学、化学、天文学、地球科学、生物学、 

现代科学技术（材料、能源、信息、环境、空间、海洋……） 

（3）两大传统：①数学传统  ②实验传统 

2．社会科学 

二、自然科学史 

自然、科学、历史 

（一）历史：人对某种历程的记录。 

1．自然科学的历程： 

①内在历程：知识的产生、发展和系统化 

②外在历程：社会背景（政治、经济、宗教等） 

2．社会科学的历程 

（二）编史法 

1．实证主义编年史-萨顿 《科学史导论》 

2．思想史/观念史-柯瓦雷《伽利略研究》 

3．社会史(外史) 

（1）黙顿-科学社会学 

（2）贝尔纳-科学学 

4．综合史/专科史 

5．世界史/国别史 

（三）国际最权威的科学史杂志《爱雪斯》（Isis） 

第二节  自然科学史的主要内容 

第一部分  古代自然科学（16 世纪以前） 
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第一章      古代世界的科学技术 

第二章      古代中国的科学技术 

第三章      阿拉伯和欧洲中世纪的科学技术 

第二部分   近代自然科学（16-19 世纪） 

第四章      近代自然科学的诞生 

第五章      16－18 世纪的自然科学 

第六章      第一次技术革命 

第七章      19 世纪的自然科学 

第八章      第二次技术革命 

第三部分   现代自然科学（20 世纪以来） 

第九章      物理学革命及现代科学的产生 

第十章      现代自然科学的发展（数理化） 

第十一章    现代自然科学的发展（天地生） 

第三节  学习自然科学史的意义 

一、拓宽科学知识面 

二、了解知识的来源 

三、建立知识的结构 

四、激发学习的兴趣 

五、锻炼思考的能力 

复习与思考题： 

1、自然是什么 ？科学是什么 ？历史是什么 ？ 

2、科学史的三种编史方法 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 1-39 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 1-2 页。 

3．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 1-29 页。 

4．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 1-8 页。 
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第一章  古老东方文明的科学技术 

本章教学目的和基本要求：目的是认识科学技术的产生，对四大文明的科学技术有所了解；重

点是埃及的历法和建筑、两河流域的数学和天文、古希腊的科学；难点是古希腊的数学和宇宙论。 

学时分配：4 

第一节  科学技术的萌芽 

一、刀耕火种 

（一）工具 

1．石器 

（1）石刀 

（2）石斧。 

2．弓箭 

（二）火种 

1．自然火种 

2．人工火种 

二、制陶技术 

原始农业和畜牧业→安定的村落生活→日常用品的需求→制陶技术 

三、冶炼技术 

原始手工业→冶金技术 

四、在古代科学史上有重要影响的 9 个国家 

1．古埃及：  公元前 3500 年到公元前 6 世纪 

2．古巴比伦：公元前 3500 年到公元前 6 世纪 

3．古代印度：公元前 2500 年到公元 5 世纪 

4．中国：    夏代始年约为公元前 2070 年 

5．腓尼基：  公元前 3000 年到公元前 6 世纪 

6．古希腊：  公元前 12 世纪到公元前 1 世纪 

7．古罗马：  公元前 1 世纪——公元 476 年 

8．阿拉伯帝国：公元 7 到 13 世纪 

9．奥斯曼土耳其：公元 14—17 世纪 

五、世界古文字 

现代人对古代各国的历史的了解，主要靠的是文字记述的资料。 

（一）古埃及的象形文字 

产生于公元前 4000 年左右，最初仅仅是一种图画文字，后来才发展成象形文字。 

罗塞塔石碑 
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（二）苏美尔人的楔形文字 

5000 年前，苏美尔人发明并开始使用楔形文字，他们通常用小木棒在潮湿的泥版上压出字迹，

笔道的形状很象楔子，因此叫楔形文字。腓尼基人公元前 1000 多年发明的字母文字 

（三）印度人的梵语 

婆罗米文、佉卢文、悉昙体、天城体、蓝札体 

（四）中国的汉字 

甲骨文、金文、石鼓文、帛书、竹简 

1．六书：（1）象形。（2）会意。（3）指事。④形声。⑤转注。⑥假借。 

2．五体：（1）篆书。（2）隶书。（3）草书。④行书。⑤楷书。 

第二节  古埃及、美索不达米亚和印度的科学技术 

一、古埃及的科学技术 

（一）古埃及的建筑技术——金字塔 

（二）古埃及的历法和农业 

1．人类历史上第一部太阳历：产生于 6000 多年前的古埃及 

（1）天狼星与太阳同时升起的日子定为一年之始 

（2）一年分为 3 季 

（3）一年共 12 个月，每月 30 天，岁末增加 5 天节日，共计 365 天 

2．一年分为三季：按尼罗河水涨落和作物生长的规律来划分 

（1）泛滥季节 

（2）播种季节 

（3）收获季节 

二、美索不达米亚的科学技术 

（一）数学 

1．进位制 

（1）十进位制 

（2）六十进位制:①小时、分、秒。②面积单位、重量单位。③一圆周 360 度。 

（二）天文学 

1．阴历：按月亮的盈亏 

（1）一年分为 12 个 

（2）12 个月共 354 天 

（3）设设置闰月。 

2．星期制 

（1）七天一星期 

（2）每天各有一位星神“值勤” 

（三）农业 

人类历史上最早的农书《农人历书》，以一个老农民教育儿子的口气写的。 

1．怎样节省灌溉用水 

2．不要让牲畜践踏田地 

3．驱赶食谷的飞鸟 
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4．及时收割 

（四）其他 

1．药物 

2．植物 

3．动物 

4．地理 

三、印度的科学技术 

（一）印度的史前文明----“哈拉巴文化” 

1．巴基斯坦信德省南部的摩亨佐•达罗考古遗址：公元前 2500 年 

（1）复杂的污水处理系统 

（2）大澡堂 

（3）青铜制的舞女像。 

2．旁遮普的哈拉巴遗址 

第三节  古希腊和古罗马的科学技术 

古希腊的历史并不如四大文明古国悠久，但对后来欧洲乃至世界的文明发展产生巨大的影响，

现代科学也正是在希腊科学的传统上发展起来的 

一、古希腊的数学 

（一）欧几里得《几何原本》：第一个数学理论体系，公理形式化方法。 

1．定义：23 条定义 

（1）点 

（2）线 

（3）面 

2．公设与公理 

（1）五条公设 

（2）五条公理 

3．命题： 

（1）467 个 

（2）13 卷 

（二）阿基米德 

1．形体复杂的面积和体积计算方法 

2．使数学的研究同实际应用联系起来 

（三）阿波罗尼乌斯的《圆锥曲线论》 

1．古希腊最杰出的数学著作之一 

2．炉火纯青的几何学思维 

二、古希腊的物理学 

（一）亚里士多德 

1．古希腊第一个最认真地研究物理现象的人 
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2．《物理学》 

（1）运动必须要有推动 

（2）大自然厌恶真空 

（二）欧几里得 

古希腊第一个把光的研究建立在科学的基础上的人，进行了许多光学实验，并且用几何的方法

加以研究。 

1．《光学》：反射定律 

2．《论镜》：凹面镜与凸面镜 

（三）阿基米德 

古希腊成就最大的物理学家，“力学之父”。 

1．物理定律 

（1）杠杆原理 

（2）浮力定律。 

2．发明众多机械： 

（1）生产工具：螺旋扬水器 

（2）战争武器 

3．近代科学的研究方法 

（1）观察实验+逻辑推理 

（2）物理现象+数学论证 

三、古希腊的天文学和宇宙论 

地心说占统治地位，此外有多种学说。 

（一）地心说 

1．欧多克斯 

2．阿波罗尼乌斯 

3．伊巴谷 

（二）日心说 

1．赫拉克勒斯 

2．阿里斯塔克 

3．阿基米德 

（三）中心火说 

毕达哥拉斯学派 

1．中心火为中心 

2．对地 

四、古希腊的医学 

（一）希波克拉底 

1．西方 “医学之父” 

2．“四体液说” 

（1）血液 

（2）粘液 

（3）黄胆汁 

（4）黑胆汁。 
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3．“希波克拉底誓言” 

（二）赫罗菲拉斯 

1．建立了一个医学学派。 

2．重视实际经验：利用死刑犯做过解剖。 

3．第一个区分动脉和静脉的人。 

4．给肠子的第一段定名为十二指肠。 

（三）埃拉西斯特拉塔 

1．把生理学做为独立学科来研究的第一人。 

2．区分了大脑和小脑，认为大脑是思维的器官。 

3．认为人体的全部功能本质上都是机械的。 

五、古希腊的生物学 

（一）亚里士多德 

1．《动物志》：观察和解剖 

（1）动物生活野外观察 

（2）室内解剖动物实录。 

2．四篇动物学著作 

（1）《动物的构造》 

（2）《动物的运动》 

（3）《动物的行进》 

（4）《动物的生殖》 

3．在植物界有一种延续不绝的级序，以逐步趋向于动物界，各种动物进化于人类。 

（二）狄奥弗拉斯特 

继承和补充了他的老师亚里士多德的工作。 

六、古希腊的地理学 

（一）埃拉托色尼 

希腊化时代的亚历山大城 

生活在希腊化时代的亚历山大城，是古希腊最伟大的地理学家，曾任亚历山大城图书馆馆长。 

1．著作 

（1）《对地球大小的修正》 

（2）《地理概述》 

2．计算地球的周长 

（1）地球圆周 24700 哩 

（2）距实际数值仅相差 250 哩 

（3）到 18 世纪才得到订正。 

3．绘制的有人居住的世界地图 

（1）首次用经纬网格标示地点 

（2）记载了地形、气候和矿产等情况。 

七、古希腊、古罗马的四大科学成就 

（一）亚里士多德的逻辑学体系 

亚里士多德：柏拉图的学生，亚历山大大帝的老师。 
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1．认为分析学或逻辑学是一切科学的工具。 

（1）把思维形式和存在联系起来 

（2）按照客观实际来阐明逻辑的范畴。 

2．形式逻辑学的奠基人：形式逻辑基本规律 

（1）同一律 

（2）矛盾律 

（3）排中律。 

（二）欧几里得《几何原本》 

第一个数学理论体系，公理形式化方法。 

（三）托勒密的天文学体系 

支配西方天文学达 1500 年之久。 

1．地心宇宙观： 

（1）宇宙是有限的球体 

（2）地球在宇宙的中心，静止不动 

（3）恒星和行星围绕地球运动。 

2．“拯救现象”： 

（1）天上的世界是神圣完美的 

（2）完美的图形是圆形，完美的形体是球体 

（3）用匀速圆周运动去解释行星的运动。 

3．行星天文学 

（1）本轮-均轮体系 

（2）天球。 

（四）盖伦的医学体系 

盖伦(Calen，129-199)是古罗马时期最著名最有影响的医学大师，仅次于希波克拉底的第二个

医学权威。 

1．血液的运动理论 

（1）血液以单程直线运动方法往返活动 

（2）心间隔上有小孔，血液能通过小孔，往返于心脏左右两边 

（3）以上两点都是错误的。 

2．描述性生物学 

（1）人体解剖结构的系统描述，但有错误 

（2）解剖对象主要是动物 

（3）生理描述往往屈从于宗教神学的需要。 

八、古希腊与古罗马在科学技术上的特点 

（一）古希腊的科学技术特点 

1．崇尚理性，追求纯粹的知识。 

2．蔑视功利，轻视技术与经验。 

3．自由、好奇的学术精神。 

（二）古罗马的科学技术特点 

1．注重实用，不喜欢玄想：宏伟的工程。 

2．为了完成实际工作，才对科学关心。 

3．对前人成就的总结与综合：实用价值的百科全书。 
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九、古罗马的科学技术 

古罗马的技术成就是古代西方科技成就的代表。 

（一）手工业 

1．纺织 

2．玻璃制造 

（1）玻璃吹制法 

（2）玻璃切割技术 

3．冶矿 

4．和机械制造 

（二）建筑工程技术 

1．维特鲁维奥：西方建筑学的鼻祖 

（1）《论建筑》 

（2）世界上第一部建筑学专著 

（3）建筑学上的百科全书。 

2．古罗马的水利建筑技术 

（1）古罗马引水道工程 

（2）成功地开发了运河 

3．道路的修建 

（1）“条条大道通罗马” 

（2）遇河架桥、逢山凿洞 

4．著名建筑 

（1）罗马万神庙 

（2）圆形竞技场 

十、古代人类最重要的 11 项技术发明 

1、石器       2、火    3、语言     4、畜牧和农业      5、陶器            6、轮子 

7、文字       8、青铜和钢铁的冶炼  9、船      10、纺织       11、玻璃 

复习与思考题： 

1、 科学知识的产生的原因是什么？ 

2、 《几何原本》的特色是什么？ 

3、 古希腊的宇宙论有哪些？ 

4、 阿基米德的科学方法是怎样的？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 1-39 页。 

2．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 1-29 页。 

3．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 1-8 页。 
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第二章  古代中国的科学技术 

本章教学目的和基本要求：了解与西方近代科学类型不同的科学体系，把握古代中国对认识自

然的特点，重点的是中国的天文学、宇宙论、农学、四大发明和明末四大科技名著；难点是中国的

数学和医学体系。 

学时分配：4 

第一节  中国古代科学技术的产生 

产生时期：夏、商、周 

自成体系：秦汉 

高峰时期：宋元 

一、青铜器与铁器技术 

（一）生产工具 

1．石器 

2．青铜器 

3．铁器 

（二）青铜器 

1．商末周初，中国进入青铜器时代 

2．青铜是铜、锡、铅等元素的合金。 

3．青铜器是以合理的配比冶炼熔铸而成。 

（1）越王勾践剑 

（2）吴王夫差矛 

（三）铁器 

1．春秋战国时期广泛使用 

2．生铁冶炼技术 

公元前 6 世纪 

3．铸钢和铸铁柔化术 

公元前 5－4 世纪 

二、实用科学知识的产生 

（一）农学 

1．精耕细作的传统 

（1）铁器 

（2）畜力 

2．农业辩证法思想—《吕氏春秋》 

（1）《上农》 

（2）《任地》 

（3）《辨土》 

（4）《审时》 
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（二）天文学 

1．农业生产的实际需要 

2．统治阶级对“天”的崇拜 

（1）礼仪 

（2）星占 

3．积累了大量的观测资料 

（1）太阳黑子 

（2）日食 

（3）彗星 

（4）超新星爆发 

（三）数学 

1．殷代以前：十进位记数法 

2．商周：自然数的四则运算 

3．春秋末年：筹算法 

（四）地理学 

《山海经》 

1．富于神话传说的最古老的地理书 

（1）《山经》：5 卷 

（2）《海经》：8 卷 

（3）《大荒经》：5 卷 

2．内容包罗万象 

（1）山川地理 

（2）动植物 

（3）矿产 

（4）海外各国 

（5）神奇事物 

（6）神话寓言：①夸父逐日。②女娲补天。③精卫填海。④大禹治水。⑤共工撞天。⑥羿射

九日。 

（五）医学 

医术与巫术的分离 

1．《周礼》 

（1）医学四科：①食医。②疾医。③疡医。④兽医。 

2．名医扁鹊 

三、土木建筑技术 

（一）宫殿 

（二）柔性框架结构 

1．商代的宫殿 

2．后世的发展 
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第二节  中国古代实用科学体系的形成 

一、数学体系的形成 

（一）《九章算术》 

约成书于公元前 1 世纪 

1．采用问题集的形式写成 

（1）246 个问题 

（2）实际计算的范例 

（3）平面几何图形面积 

（4）比例理论和算法 

（5）盈亏问题 

（6）多位数和分数开方法则 

（7）高次方程数值解法 

（8）平面几何图形面积 

2．正、负数概念 

3．运算法则 

（二）《周髀算经》 

约成书于公元前 1 世纪 

1．勾股定理在天文学的运用 

2．开平方 

3．等差级数 

4．复杂的分数运算 

二、天文学体系的形成 

（一）太初历 

1．公元前 104 年汉武帝颁行 

2．岁日 

（1）一年等于 365.2502 日 

（2）一月等于 29.53086 日 

（3）改十月为岁首为以正月为岁首 

3．二十四节气 

（1）利于农时 

（2）设置闰月 

4．日食周期：一百三十五个月 

5．意义 

（1）我国第一部比较完整的历法 

（2）当时世界上最先进的历法 

（3）沿用了 189 年 

（二）天文仪器的制造 

1．天球仪 

2．浑天仪 
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3．地动仪 

（三）宇宙结构的学说 

1．盖天说 

2．浑天说 

3．宣夜说 

三、农学体系的形成 

（一）北魏的贾思勰 

（二）《齐民要术》 

1．完整保存最古的农书 

2．农学百科全书 

（1）作物栽培 

（2）耕作技术 

（3）农具使用 

（4）畜牧兽医 

（5）食物加工 

四、地理学体系的形成 

（一）东汉的班固 

（二）《汉书·地理志》 

五、医学体系的形成 

（一）《黄帝内经》 

1．战国晚期 

（1）最早的中医理论 

（2）医疗经验：①预防。②诊断。③治疗。 

（3）学术理论：①生理。②心理。③病理。 

2．医学理论体系 

（1）阴阳 

（2）五行：①水。②木。③火。④土。⑤金。 

（3）六气：①风。②寒。③暑。④湿。⑤躁。⑥热。 

（4）臓腑：①五臓。②六腑。 

（5）经络 

（6）天人合一 

（7）辩证施治 

（二）《神农本草经》 

1．最早的药学专著 

2．药物学体系 

（1）365 种药物：①产地。②性质。③采集时间。④入药部位。⑤主治病症。 

（2）三品：①上品。②中品。③下品。 

（3）方剂配伍原则：①君，主养命。②臣，主养性。③佐使，主治病。 

（4）七情和合：①单行。②相须。③相使。④相畏。⑤相杀。⑥相恶。⑦相反。 

（三）《伤寒杂病论》 
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1．东汉末年张仲景 

2．最早的临床诊疗专书 

（1）原书已佚：①。②。③。 

（2）后世整理成两部：①《伤寒论》。②《金匮要略》。 

（3）两本书共载药方 269 个，使用药物 214 味 

六、建筑的发展 

（一）秦始皇陵 

1．九层之台复原图 

2．陵内想象图 

3．兵马俑 

（二）万里长城 

1．东起辽东，西至甘肃嘉峪关 

2．历代长城总长为 21196.18 千米 

（三）三大水利工程 

1．都江堰 

（1）世界水利文化的鼻祖：①年代最久。②唯一留存。③无坝引水。 

（2）秦国蜀郡太守李冰：①宝瓶口。②分水鱼嘴。③飞沙堰。 

（3）综合水利工程：①防洪。②灌溉。③航运。 

2．郑国渠 

（1）韩国水工郑国：①公元前 246 年。②秦始皇元年。③十年完工。 

（2）全长约 150 公里，可灌溉 18 万余公顷 

（3）首开了引泾灌溉之先河 

3．灵渠 

（1）“世界古代水利建筑明珠 

（2）公元前 214 年凿成通航 

（3）广西兴安县境内：①连接湘漓二水。②沟通长江和珠江水系。 

第三节  中国古代科学技术发展的高峰 

一、四大发明 

（一）造纸术 

1．东汉元兴元年（105）蔡伦改进了造纸术 

（1）材料：①树皮。②麻头。③敝布。④鱼网. 

（2）工艺：①挫。②捣。③抄。④烘. 

（3）步骤：①原料分离。②打浆。③抄造。④干燥。 

2．传播 

（1）欧洲第一个造纸场：①公元 1150 年。②阿拉伯人。③西班牙的萨狄瓦。 

（2）17 世纪欧洲各国大都有了自己的造纸业 

（3）美国第一家造纸厂：①1690 年。②费城附近。 

（4）中国先进的造纸技术在欧洲传播：①乾隆年间。②耶稣会教士蒋友仁。③将造纸技术画

成图寄回了巴黎。 
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（5）机器造纸的方法：①1797 年。②法国人尼古拉斯·路易斯·罗伯特 

（二）火药 

1．《真元妙道要略》850 年 

（1）郑思远 

（2）火药混合物：①硝石。②硫黄。③木炭。 

2．《武经总要》1044 年 

（1）曾公亮 

（2）最早的军用火药配方：①毒药烟球。②蒺藜火球。③火炮。 

3．火药武器用于战争 

（1）公元十世纪北宋初年 

（2）火器发展三个阶段：①初级火器的创制。②火铳的发明和发展。③火绳枪炮和传统火器

同时发展。 

（3）现存最早的火铳：①元至顺三年。②公元 1332 年。③朱元璋军队仅小型火铳就有 2 万支。 

（4）明朝晚期戚继光练兵仍然停留在冷兵器时代。 

4．火药配制技术的西传 

（1）公元 8 世纪传到阿拉伯和波斯 

①“中国雪”。②“中国盐”。③。 

（2）公元 14 世纪初传给了欧洲 

（三）指南针 

1．沈括的《梦溪笔谈》 

（1）指南针最早的系统阐述 

（2）地球磁偏角的发现 

2．《萍洲可谈》1119 年 

记录了中国海船上使用指南针的情况 

3．13 世纪初欧洲航海才有指南针记录 

（四）活字印刷术 

1．北宋毕昇发明 

（1）泥活字 

（2）两块带框铁板 

（3）松脂、蜡、纸灰的混合物：①遇热融化。②冷却凝固。 

2．传播 

（1）元朝时：边疆少数民族地区 

（2）1440 年约翰内斯·古腾堡发明了铅字的活字印刷，欧洲中心论的欺骗行为 

二、数学、天文学发展的高峰 

（一）宋元四大数学家 

1．秦九韶 

（1）性极机巧，星象、音律、算术，以至营造等事，无不精究。 

（2）《数书九章》：①“正负开方术”高次方程数值解法。②“大衍求一术”一次同余组解法。 

2．李冶 

（1）《测圆海镜》：天元术的代表作。 

（2）《益古演段》：普及天元术的著作。 

3．杨辉 
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4．朱世杰 

（二）《授时历》 

中国古代最精密的历法 

（三）天文仪器的制造 

1．郭守敬 

（1）测影器 

（2）简仪 

2．苏颂与水运仪象台 

三、农学、地理学的巨大成就 

（一）农学 

1．《陈敷农书》 

2．《王祯农书》 

（二）地理学 

1．《长春真人西游记》 

（1）长春真人丘处机西行经过 

（2）李志常为随行弟子之一 

（3）内容：①山川道里。②见风俗人情。③丘处机生平。 

2．《河源志》 

（1）元代潘昂霄 

（2）历史上王朝首次派遣人员考察黄河源头情况 

（3）考察成果：①河源情况。②第一次记述了积石州以上的黄河及其主要支流的名称。③。 

3．地图 

（1）宋代：①“淳化天下图”。② “华夷图”。 

（2）元代：①“舆迹图”。②“六经图”。 

（三）医学的全面发展 

1．《太平圣惠方》 

（1）宋太宗诏编方书 

（2）全书共 1670 门，方 16834 首：中国最早记录白内障针拨手术 

（3）因卷帙较大，流传较少 

2．《政和圣济总录》 

（1）宋徽宗诏编中医方剂著作 

（2）疾病分为 66 门，门下再分病证 

3．《洗冤录》 

世界上最早的法医学专著 

（1）宋朝法官宋慈所著 

（2）记述内容①人体解剖。②检验尸体。③勘察现场。④鉴定死伤原因。⑤自杀或谋杀现象。

⑥各种毒物和急救、解毒方法等 

（3）区别死亡的方法：①溺死。②自缢与假自缢。③自刑与杀伤。④火死与假火死. 

（4）具体方法：①洗尸法。②人工呼吸法。③迎日隔伞验伤。⑤银针验毒。⑥明矾蛋白解砒

霜中毒。 
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四、明末四大科技名著 

（一）徐光启的《农政全书》 

1．徐光启(1563—1633) 

（1）上海小地主家庭 

（2）从小从事农业生产劳动 

（3）在天津组织农民做种植水稻试验 

（4）从南洋引种红薯成功 

2．古代农业科学之集大成 

（1）全书共 60 卷，五十多万字 

（2）分农本、田制、农事、水利、农器、树艺、蚕桑、蚕桑广类、种植、牧养、制造和荒政

12 项 

3．六万多字是他自己的研究成果 

（二）宋应星的《天工开物》 

1．宋应星（1587—1661） 

（1）江西奉新县人 

（2）对生产技术尤感兴趣 

2．手工业生产技术的百科全书 

（1）上中下三部分共 18 卷 

（2）包括农作物栽培、农产品加工、机械、砖瓦、制盐、制糖、陶瓷、冶炼、养蚕、纺织、

染色、造纸、兵器、火药、采煤、榨油等诸多部门 

（3）世界上第一次记载炼锌方法 

（4）流传概况：①满清统治时期几乎绝迹。②英国，俄国，德国，日本都有翻译本，法国有

全译本，。③法国的国家图书馆有明朝最初原刻本。 

3．《论气·气声》篇是论述声学的杰出篇章 

（三）李时珍的《本草纲目》 

1．李时珍(1518—1593) 

（1）湖北新州医生世家 

（2）放弃科举之选潜心学医 

（3）历时二十多年实地考察 

2．全书 52 卷、190 万字 

（1）全书分 16 部：水、火、土、金石、草、谷、菜、果、木、服器、虫、鳞、介、禽、兽、

人。 

（2）62 类：①药物 1892 种。②附方 ll096 个。③插图 1160 幅。 

3．四分之一的药物为新增 

4．曾被达尔文的《物种起源》引用 

（四）徐霞客的《徐霞客游记》 

1．徐霞客（1586—1641） 

（1）江苏江阴人 

（2）旅行家和地理学家 

2．六十万字的日记体著作 

包含地貌学、溶岩学、生物学、矿物学、民俗学，以及地方史志资料。 
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复习与思考题： 

1、 中国医学理论体系的核心思想是怎样的？ 

2、 中国古代的宇宙论有哪些？ 

3、 简要介绍一下四大发明产生及应用的情况？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 82-92、209-273 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 61-77 页。 

3．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 96-143 页。 
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第三章  阿拉伯和欧洲中世纪的科学技术 

本章教学目的和基本要求：了解人类文明的复杂和错综，认识科学发展的曲折经历，重点是欧

洲古典文化衰弱的原因、阿拉伯的科学技术、文艺复兴的背景；难点是阿拉伯的数学和医学、炼金

术对化学的促进以及经院哲学。 

学时分配：2 

第一节  阿拉伯国家的科学技术 

476 西罗马帝国灭亡 

（公元 7 到 13 世纪，我国唐朝到宋朝时期） 

一、古典文化的衰弱 

（一）公元 1-5 世纪：古典文化的衰弱时期 

1．基督教的兴起 

2．西罗马帝国的灭亡 

3．柏拉图学院的关闭 

4．亚历山大图书馆被烧 

（二）公元-10 世纪：黑暗时代 

1．蛮族入侵 

2．经济倒退 

3．文化低谷 

4．精神愚昧迷信 

二、阿拉伯科学的兴起 

（一）阿拉伯帝国的崛起 

1．公元 5 世纪的阿拉伯半岛 

2．穆罕穆德 

3．大规模的对外战争 

（1）领土扩张 

（2）8 世纪初 

（3）地跨亚、非、欧的封建军事帝国 

（二）阿拉伯在科技传播方面的贡献 

1．保存了古希腊古罗马人的科学成就 

（1）翻译保存了古希腊古罗马的著作 

（2）“智慧馆”：专门的翻译机关 

（3）欧洲人通过后来通过阿拉伯译本认识到这些学术成就。 

2．沟通了东西方的科学技术交流 

（1）经济繁盛，国际贸易发达 

（2）中国文明的西传 

（3）中国的造纸术的西传 
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三、阿拉伯国家的科学技术 

（一）天文学的成就 

1．天文观测 

（1）天文台 

（2）天文观测器 

2．修正托勒密的天文常数 

（二）数学的成就 

1．阿尔·花刺子模 

（1）代数之父 

（2）《复原与化简算术》 

（3）引进了印度数字，发展了算术 

2．三角学 

（1）三角函数值表 

（2）余切、正割、余割的概念 

（3）球面三角 

（三）医学的贡献 

1．累塞斯 

（1）《天花和麻疹的鉴别》 

（2）《万国医典》 

（3）介绍了炼金家的仪器设备 

（4）为巴格达医院选址 

2．阿维森纳 

（1）获准进入王室图书馆阅读 

（2）《医典》 

（3）药物 

（4）疗法 

（四）光学的贡献 

1．对光学现象的重视 

（1）地域原因 

（2）眼病的盛行 

2．阿尔·哈金 

（1）球面和抛物面的反射镜、透镜 

（2）光的反射定理 

（3）眼睛的构造及其作用 

（4）光线来自观察物的反射 

（五）炼金术对化学的促进 

1．历史过程 

（1）7－9 世纪 

（2）8－10 世纪 

（3）12 世纪以后 

2．埃及的炼金术 

3．炼金术的哲学化 
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（1）柏拉图《蒂迈欧篇》 

（2）亚里士多德目的论哲学 

（3）斯多亚学派 

4．作为技术的炼金术 

（1）物质形态的改变 

（2）金银赝品的制造 

（3）步骤 

（4）第一属性与第二属性之争 

5．炼金术对化学的促进 

（1）实验意识 

（2）实验器具 

（3）符号表达 

（4）意外产品 

第二节  欧洲中世纪的科学技术 

一、黑暗的中世纪 

（一）476 西罗马帝国灭亡 

（二）封建制度形成和发展 

1．工商业衰落 

2．文化处于低潮 

3．基督教会的势力不断膨胀 

（三）黑暗前的二传手 

1．波依修斯 

（1）《哲学的安慰》 

（2）“四艺”。 

2．伊西多尔：《词源》。 

（四）日耳曼诸王国的学术 

1．修道院：学问中心 

2．阿尔昆：宫廷学校里讲授七艺 

3．宇宙帐篷说 

4．学者们不懂“三角形内角和为两个直角” 

5．书籍做摆设 

（五）人口比较：公元 1000 年 

（六）基督教会势力的膨胀： 

1．基督教产生 

2．基督教发展 

3．基督教的巩固 

4．基督教会超越王权 

5．严格控制思想 

6．宗教裁判所 

（七）科学的凋零 



科教部专业课程教学大纲 

 28 

1．庄园经济 

2．神学思想的禁锢 

3．古代学术丢失 

二、十字军东征和大翻译运动 

（一）十字军东征 

1．11 世纪开始，延续了二百多年 

2．罗马教皇势力鼎盛时期：夺取圣地耶路撒冷 

3．促成了文明交流和融合 

（二）大翻译运动 

1．十字军从东方带回文献 

2．12 世纪翻译阿拉伯文献的热潮 

3．大翻译的中心 

（1）西班牙的托莱多 

（2）意大利的西西里。 

4．翻译人物：杰拉德 

（1）亚里士多德的著作 

（2）托勒密的著作 

（3）希波克拉底和盖伦的著作 

（三）欧洲学术的第一次复兴 

1．12 世纪 

2．哲学和科学领域 

三、大学的创立 

（一）11 世纪之前 

1．教会学校：培养神父和教士 

2．城市居民求知欲的提高 

（二）欧洲最早的大学 

1．公元 1100 年左右：博洛尼亚大学成立 

2．公立大学 

3．教会大学 

4．国立大学 

（三）意义 

1．学习机构 

2．研究机构 

四、经验哲学——神学中的理性精神 

（一）教父哲学 

1．德尔图良 

2．奥古斯丁 

（二）经院哲学 

1．教父哲学让位经院哲学。 

2．用推理的方式对基督教义做出分析和解释 
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3．唯名论与唯实论 

4．托马斯·阿奎那《神学大全》 

（三）意义 

1．思维方式的转变 

2．学习方式的转变 

五、罗吉尔·培根的实验活动 

（一）背景 

（二）近代自然科学的前驱 

1．认识真理的道路 

2．犯错四因 

3．“实验是科学之王” 

4．提出数学教育的重要性 

复习与思考题： 

1、 阿拉伯世界的兴起在科学史上的意义是怎样的？ 

2、 炼金术对化学的促进作用有哪些？ 

3、 通过本章的内容可看出神学、哲学与科学的关系是怎样的？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 183-284 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 61-114 页。 

3．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 108-154

页。 

4．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 155-210 页。 
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第四章  近代自然科学的诞生 

本章教学目的和基本要求：从近代科学的诞生中了解科学与其他各领域以及社会之间的关系，

从而更好地把握科学的本质方法及其精神内涵，重点是资本主义生产方式的兴起、远洋航海、文艺

复兴、思想解放运动、科学解剖学；难点是宗教改革、人文精神的内涵和托勒密的地心说体系 

学时分配：2 

第一节  近代科学产生的社会条件 

一、资本主义生产方式的兴起 

（一）手工工场的出现与生产技术的进步 

1．14 世纪资本主义生产方式的兴起 

（1）分散的家庭手工业 

（2）集中的手工工场 

（3）欧洲资本主义生产方式 

2．15 世纪下半叶起出现技术改革 

（1）丰富的实践经验 

（2）大量的研究课题 

（二）远洋航海与地理大发现 

1．航海事业 

（1）狭小市场和原材料供应。 

（2）富饶东方。 

2．《马可波罗行纪》 

（1）世界第一奇书。 

（2）激起了欧洲人对东方的倾慕。 

（3）地理学家依此绘制早期的“世界地图”。 

3．“黄金渴望”与新航路 

（1）“黄金渴望”。 

（2）海路 

（3）陆路 

4．撬动历史的主角——香料 

5．15 世纪地理大发现 

（1）1487 年，迪亚士 

（2）1497 年达伽马 

（3）15 世纪末哥伦布 

（4）1519 年麦哲伦 

6．意义 

（1）地理学变革 

（2）获得大量珍贵的经验资料 

（3）提出了众多实践课题 
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（4）增强了资本主义的经济实力 

二、资产阶级反对封建的斗争 

（一）文艺复兴与思想解放 

1．文艺复兴 

（1）发源于意大利 

（2）最初口号 

（3）主要表现领域 

（4）主题精神 

2．人文精神的内核 

（1）人性 

（2）理性 

（3）超越性 

3．从西洋美术史看“以神为本” 

（二）宗教改革运动 

1．主要起因 

（1）经济方面 

（2）政治方面 

（3）思想方面 

（4）宗教方面 

2．主要内容 

（1）圣经是信仰的最高权威 

（2）不承认教皇和教会有解释教义的绝对权力 

（3）因信称义 

（4）信徒能直接与上帝相通 

（5）用民族语言举行宗教仪式、简化形式 

3．结果 

（1）基督教新教 

（2）民族语言的《圣经》 

（3）民族意识的觉醒 

第二节 近代自然科学的产生 

一、人文精神催生了科学精神 

（一）以人为本 

1．关注世间、关注个体 

2．关注自然、关注经验 

（二）理性精神 

（三）超越精神 

1．追求理想世界 

2．追求理想人格 
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二、天文学和力学从神学中独立出来 

（一）地理大发现的推动 

1．如何精确地测量海船的经纬度 

（1）纬度的测量 

（2）经度的测定 

（二）．古希腊托勒密地心学说 

1．地球居宇宙中心、静止不动 

2．恒星、天球 

3．行星问题 

4．“拯救现象” 

5．本轮-均轮体系 

（三）哥白尼的日心学说 

1．《天球运行论》1543 年 

2．新柏拉图主义思想 

3．地球的三种运动 

4．公元 1616 年被列为禁书 

（四）布鲁诺 

1．意大利思想家 

2．热情地宣传哥白尼的太阳中心说 

（1）《论原因、本原和同一》 

（2）《论无限宇宙和世界》 

3．推进了哥白尼的学说 

（1）宇宙是无限的 

（2）太阳是无数恒星之一 

（3）可居住的星球无限多 

4．激怒教会 

（1）除教籍 

（2）入狱 

（3）火刑 

三、科学解剖学的建立 

（一）安德烈•维萨里的《人体结构》 

1．青年时代求学于法国巴黎大学 

（1）课堂讲授盖仑的“解剖学” 

（2）实验课 

（3）学生不允许动手操作 

2．勤奋求知 

（1）自学解剖学知识 

（2）亲自动手做解剖实验 

3．威尼斯帕多瓦大学任教 

（1）获得博士学位 

（2）讲课时进行尸体解剖 
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（3）活体解剖教学 

4．《人体结构》 

（1）1543 年 

（2）人体各系统 

（3）科学的解剖学建立的重要标志 

5．教会的迫害 

（1）离开帕多瓦 

（2）判死罪 

（3）免于死罪 

（4）遇难身亡 

（二）塞尔维特 

1．维萨里在巴黎大学的同学 

（1）两人私下一起解剖研究 

（2）维萨里离校，塞尔维特留校 

2．血液的肺循环 

（1）盖伦的错误 

（2）血液的肺循环 

（3）1553 年《基督教的复兴》 

3．触怒教会 

（1）火刑 

（2）逃脱 

（3）难逃火刑 

四、科学兴起的重要进程 

1．11～13 世纪：大翻译运动时期 （我国宋朝） 

2．十四世纪  ：文艺复兴时期  （我国元明朝） 

3．十五世纪  ：地理大发现时期  （我国明朝） 

4．16～17 世纪：科学革命时期  （我国明清朝） 

5．十八世纪  ：工业革命时期    （我国清朝） 

6．十九世纪  ：古典科学全面发展时期（清朝） 

7．二十世纪  ：现代科学技术时期 

复习与思考题： 

5、 文艺复兴时期的欧洲人为什么会对东方有着强烈的向往？ 

6、 人文精神的内涵是怎样的？ 

7、 哥白尼日心说对托勒密的地心说的革新之处有哪些？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 274-316 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 94-114 页。 

3．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 155-188 页。 

4．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 211-2638 页。 
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第五章  16-18 世纪的自然科学 

本章教学目的和基本要求：了解近代科学的起源及其历程，从中把握科学的精神及方法，重点

是哥白尼革命的重要科学家及其贡献、静电和静磁的研究、近代化学学科的确立、燃烧现象的解释、

岩石成因的争论、血液循环的发现、生物分类法；难点是机械自然观和微积分的创立。 

学时分配：4 

第一节  哥白尼革命 

一、哥白尼革命的背景 

（一）天上的现象 

1．视运动 

2．肉眼所见天体 

（1）太阳 

（2）月亮 

（3）恒星 

（4）行星：①逆行运动。②亮度变化。 

（二）数学描述 

1．托勒密天文学 

（1）地球静止、位于宇宙的中心 

（2）以均匀、圆形的运动拯救行星现象 

（3）两球模型和本轮-均轮体系 

2．托勒密之后的天文学 

（三）理论的解释 

1．亚里士多德宇宙论 

（1）地下：四大元素（多变易朽） 

（2）天上：以太天球（永恒不朽） 

（3）有限、封闭、有等级秩序的宇宙 

2．亚里士多德的物理学 

（1）运动必有推动者 

（2）大自然厌恶真空 

（3）四因说 

二、哥白尼革命的过程 

（一）哥白尼：日心体系 

1．《天球运行论》1543 年 

（1）地球的三种运动：①周日自转。②周年公转。③周年回转运动（地轴）。 

（2）本轮-均轮体系 

2．意义 

（1）严格地建立第一个日心说的天文学体系，打破了地心说 



自然科学史 

 35

（2）定性解释优于托勒密体系 

3．问题 

（1）定量解释上还是很复杂 

（2）物理上没有得到解释 

（3）带来观测问题（恒星视差） 

（二）第谷：精确的观测数据 

1．“欧洲星学之王” 

（1）观测超新星爆发，发表论文《新星》 

（2）丹麦国王腓特烈二世为其在汶岛建造天文观象台 

2．天才的观测家 

（1）许多大型精密的天文仪器 

（2）20 多年系统定期地观测 

（3）获得人类肉眼观测最精确的数据 

3．折衷的理论家：第谷体系 

（1）行星绕太阳运行 

（2）太阳带着行星绕地球运行 

4．意义 

（1）为行星定律奠定了经验数据的基础 

（2）第谷体系被广泛接受，使得人们向日心说更近一步 

5．第谷体系问题 

（1）定性解释居于两大体系之中 

（2）定量解释仍无进展 

（三）开普勒：行星定律 

1．狂热的新柏拉图主义者 

（1）相信数学上简单的定律是所有自然现象的基础 

（2）相信太阳是所有天体运动的物理原因 

（3）早年设计的宇宙体系 

2．“天空立法者” 

（1）接受第谷的观测数据 

（2）寻找火星的精确轨道：最初仍是采用圆周运动 

（3）理论与第谷数据的不符：8 分的误差①放弃理论？②忽略误差？ 

（4）转向椭圆轨道 

（5）行星运动的三大定律：①椭圆轨道定律。②面积定律。③周期定律。 

3．意义 

（1）理论突破：打破了圆周运动的规定 

（2）定性解释很优秀 

（3）定量解释很精确 

4．问题 

（1）行星运动的物理机制未得到解释 

（2）恒星周年视差问题仍在 

（四）伽利略：新天象、新力学 

1．新天象 

（1）用望远镜观察天空 



科教部专业课程教学大纲 

 36 

（2）发现月亮的山脉、木星的四颗卫星 

（3）恒星的数量增多，恒星的表现尺寸却不变 

2．新力学 

（1）惯性原理 

（2）落体加速度与重量无关 

（3）钟摆的等时性定律 

（4）物体的距离、速度和加速度之间的关系 

（5）提出了无穷集合的概念 

（6）潮汐现象 

3．意大利语的著作普及了哥白尼学说 

（1）《关于托勒密和哥白尼两大宇宙体系的对话》 

（2）《关于两种新科学对话集》 

4．意义 

（1）打破以往的观念：①天空不再神圣。②有限的宇宙变大了。 

（2）新力学为日心说做定性辩护 

（3）普及和推广了日心说 

（4）近代力学之父：重视实验和数学工具 

5．问题 

未能给出最终的运动定律 

（五）牛顿：运动定律、机械世界观 

1．完整的力学理论体系 

（1）三条基本运动定律：①惯性定律。②加速度定律。③作用力与反作用力定律。 

（2）万有引力定律 

2．《自然哲学的数学原理》 

（1）导论：定义、运动的基本定理或定律 

（2）第一篇：论物体的运动 

（3）第二篇：论物体(在阻滞介质中)的运动 

（4）第三篇：论宇宙体系 

（5）哲学中的推理规则、总释 

3．机械世界观 

（1）微粒与引力 

（2）绝对时空观 

4．意义 

（1）简单的数学原理统一了天上地下的运动 

（2）第一个完整的科学的宇宙论和运动理论 

5．问题 

（1）引力的超距作用 

（1）绝对时空的观念 

三、哥白尼革命的结果 

（一）现代科学和现代哲学 

1．自然的数学化 

2．近代的科学方法 
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3．哲学中的“哥白尼革命” 

（二）形成近代世界观 

1．天上和地下的统一 

2．天国变成天空 

3．宇宙的有限到无限 

4．人中心地位的丧失 

5．有机宇宙到机械宇宙 

6．目的论的终结 

（三）近代心灵和古代心灵 

1．近代心灵 

空间、时间、力、运动、质量、定律 

2．古代心灵 

实体、属性、形式、质料、广延、因果性、可能性与现实性 

第二节  经典力学之外诸学科的发展 

一、物理学 

（一）对热的研究 

1．16－17 世纪：测量温度 

（1）温标 

（2）温度计 

（3）热学走上定量科学 

2．1756 年：布莱克 

（1）潜热 

（2）比热 

（3）创立测定热量的理论和方法 

3．热质说（热素说） 

（1）热质：特殊的物质①没有质量。②没有体积。③广泛渗透性。 

（2）总热量是守恒 

（3）18 世纪占统治地位 

（二）对电磁现象的实验研究 

静电和静磁：静电相互作用和电的运动特性 

1．1729 年：首次区分导体和绝缘体 

（1）导体 

（2）绝缘体 

2．1734 年：发现正电和负电 

（1）同性相吸 

（2）异性相斥 

3．1745－1746 年：莱顿瓶 

（1）能储存电荷的装置 

（2）有助于实验研究 

4．1785 年：库仑定律 
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（1）法国物理学家库伦 

（2）库仑定律 

（3）标志着电学成为一门独立学科 

5．风筝实验 

（1）英国的富兰克林 

（2）闪电 

（3）摩擦起电 

6．1800 年：发明了伏达电池 

（三）几何光学的发展 

1．1621 年：光的折射定律 

2．1655 年：光的衍射现象 

（1）光的直进 

（2）光的反射 

（3）光的折射 

（4）光的衍射 

3．光的微粒说：牛顿 

（1）1704 年出版《光学》：解释颜色本性 

（2）光是弹性物质微粒流 

（3）18 世界微粒说占统治地位 

4．光的波动说：惠更斯 

（1）对摆的研究 

（2）光是具有冲量的振动 

二、数学 

变量数学时期：运动中的物体和变化着的量 

（一）解析几何学的创立 

1．用代数方法来研究几何学 

（1）点和数 

（2）曲线和方程 

2．笛卡儿 

（1）1637 年：《方法谈》及其附录《几何学》 

（2）“普遍数学”的观念 

（3）运动着的一点的坐标 

（4）变量和函数 

3．为微积分的发展铺平道路 

（二）微积分的创立 

1．牛顿“流数法” 

（1）万有引力定律的证明问题 

（2）无穷小的问题 

2．德国莱布尼兹 

3．微积分与极限理论 

（三）实践中的应用 

1．广泛性和 
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2．有效性 

三、化学 

（一）玻义耳：近代化学的奠基人 

1．《怀疑派化学家》 

（1）“实验决定一切” 

（2）化学的任务：①寻找一般原理。②科学与技术、工艺的区别。 

（3）“元素”的科学定义：混合物的基本成份，批判了①古希腊“四元素说”。②炼金术的“三元

素说”。③医药化学派。 

（4）：标志着化学确立为一门科学 

2．化学分析 

（1）利用化学性质为主的检验方法 

（2）奠定了分析化学的基础 

（二）燃烧的本质 

1．波义耳：火微粒 

2．贝歇尔：油状土 

3．燃素说 

（1）燃素是细小而活泼的微粒 

（2）充斥于一切可燃物中 

（3）物体燃烧时放出燃素 

（4）18 世纪中叶还居于统治地位 

4．氧气的发现 

（1）18 世纪下半叶 

（2）瑞典舍勒 

（3）英国普里斯特利 

（4）失燃素空气 

5．拉瓦锡：氧化燃烧理论 

（1）1777 年《燃烧概论》 

①氧化燃烧学说。 

②化学史上第一个科学的理论。 

（2）1789 年《化学纲要》： 

①推翻燃素说的各种实验依据。 

②建立以氧为中心的氧化理论。 

③化学质量守恒定律。 

④第二张元素表：33 种元素。 

（3）抛弃了燃素，却错误地把光素和热质当做元素 

四、天文学 

（一）天体力学的建立 

1．1799 年：拉普拉斯《天体力学》 

（1）第一次提出了天体力学的概念 

（2）把牛顿的万有引力定律推广到整个太阳系 

2．意义 
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（1）单纯描述天体位置的几何关系 

（2）研究天体之间力的作用 

（二）天体的起源和演化问题 

康德－拉普拉斯星云假说 

1．1755：康德《宇宙发展史概论》 

（1）太阳系起源于原始星云 

（2）引力和斥力 

2．1876 年拉普拉斯 

（1）原始星云：①巨大。②炽热。③缓慢转动。 

（2）冷却收缩：转速加快 

（3）分理处气环：断裂形成行星 

（4）星云中心凝聚成太阳 

五、近代地质学的产生 

（一）地质学的产生 

1．近代航海和地理大发现 

2．自近代科学思想和方法 

3．近代工业和采矿业的发展 

（二）岩石成因的“水火之争” 

1．水成论（德国魏尔纳） 

2．火成论（英国赫顿） 

3．促使实验地质学产生 

六、生物学 

（一）哈维血液循环的发现 

1．哈维：英国医生 

（1）出生于英国富商家庭 

（2）1597 年毕业于剑桥大学 

（3）留学于意大利帕多瓦大学：医学博士学位 

①维萨里：亲自解剖的传统。 

②伽利略：实验数学方法和力学自然观。 

2．1628 年发表了《心血运动论》 

（1）前人研究的基础 

（2）解剖了 80 多种动物 

（3）发现动物体内的血液循环系统 

3．意义：使生物学成为科学 

（1）推翻了盖伦的错误论述 

（2）打击了基督教会的神学思想 

（3）标志着科学生理学的诞生 

（二）林耐建立生物分类学 

1．生物分类法 

（1）人为分类法 

（2）自然分类法 
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2．林奈：瑞典博物学家 

（1）1735 年《自然系统》：完整的分类系统。 

（2）人为分类法的集大成者 

（3）系统整理生物学资料，为进一步发展奠定基础 

复习与思考题： 

8、 哥白尼革命几位主要人物的贡献是什么？ 

9、 化学是怎样被确立为一门科学学科的？ 

10、 16-18 世纪欧洲对光和热的理解是怎样的？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 285-426 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 117-250 页。 

3．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 170-232

页。 

4．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 264-334 页。 
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第六章  第一次技术革命 

本章教学目的和基本要求：了解科学技术应用到现实所发挥出来的巨大作用，把握科学、技术

和实践的关系，重点是英国工业革命的背景、纺织机械的革新、运输机的发明；难点是蒸汽机的技

术改良 

学时分配：2 

第一节  技术发明与英国工业革命 

一、十八世纪工业革命概述 

（一）第一次技术革命时期 

1．科学相对停滞 

2．上一世纪科学成果转化成技术成果 

（二）第一次技术革命 

1．起点：纺织机械的革新 

2．标志：蒸气机的发明和广泛使用 

3．关键：机器取代人力 

（三）意义 

1．发端：英国 

2．遍及：欧洲 

3．影响：全世界 

二、英国工业革命 

（一）工业革命为什么率先从英国开始 

1．前提：资产阶级政权的确立 

2．条件 

（1）大量资本和雇佣劳动力：①圈地运动。②殖民掠夺。③贩卖黑奴。 

（2）技术条件：发达的工场手工业 

（3）市场条件：①国外市场的扩大。②日益增长的市场需求。 

（4）知识条件：自然科学的发展 

（二）英国工业革命的进程 

1．18 世纪 60 年代至 19 世纪中叶 

（1）18 世纪 60 年代：棉纺织业开始革新 

（2）19 世纪中叶：及其制造业的诞生 

2．主要成就 

（1）机器的应用：①棉纺织业开始革新。②棉纺厂的出现。 

（2）解决动力问题：①瓦特改良蒸汽机。②能源为煤炭。③材料为钢铁。 

（3）解决运输问题：①汽船。②火车。 

3．时间进程 

（1）工作机 
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（2）动力机 

（3）运输机 

（三）纺织机械的革新 

1．英国旧式的纺纱机和织布机 

（1）摇动脚踏纺车 

（2）手工织布机 

2．1733 年约翰·凯依发明了飞梭 

（1）改进了织布技术 

（2）纺纱便显得慢了 

（3）1751 年皇家学会悬赏征求新式纺纱机 

3．1764 年，詹姆斯·哈格里夫斯发明“珍妮机” 

（1）木工兼纺纱工人 

（2）立式的多滚轮纺纱机：①起初 8 根锭子。②后扩展成 80 根。 

（3）特点：①人力。②纱精细但不结实。 

4．60 年代末期水力纺纱机 

（1）阿克莱特： 

（2）特点：①水力。②纱结实但粗糙。 

5．70 年代末期骡机 

（1）克伦普顿 

（2）特点：①水力。②几百个纱绽。③纱既精细又结实。 

6．80 年代中期水力织布机 

（1）卡特莱特 

（2）特点：①水力。②提高织布效率 40 倍。 

（3）大规模的织布厂出现 

（四）蒸汽机的发明和革新 

1．法国物理学家巴本 

（1）近代第一个利用蒸汽作为动力的实验者 

（2）1688 年，他用一个圆筒和活塞制造出简单的蒸汽机：没有实际应用 

2．1698 年英国人塞维利发明了蒸汽抽水机 

3．1705 年新的蒸汽抽水机：纽可门 

（1）应用：①煤矿抽水。②农田灌溉。 

（2）问题：①消耗大量的燃料。②只能用于抽水。 

4．瓦特改良蒸汽机 

（1）1736 年生于苏格兰工人家庭 

（2）伦敦学徒：学习机械制造 

（3）大学机修工：认识了物理学家布莱克，学到了许多热学知识 

（4）分析出纽可门蒸汽机缺点：在汽缸内反复进行冷凝 

（5）改进纽可门蒸汽机：①同汽缸分离的冷凝器。②自动控制装置。 

5．蒸汽作为动力机 

棉纺织业、毛纺织业、采矿业、冶金业、造纸业、印刷业、陶瓷业等部门 

（五）运输机的发明 

1．现存最古老的机动车 

（1）1781 年 
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（2）法国陆军工程师居纽 

（3）蒸气动力牵引车 

2．第一艘蒸汽船 

（1）1807 年 

（2）美国人富尔敦 

（3）美国“克莱蒙号”汽船 

3．美国“大西方号”轮船 

（1）1838 年 

（2）单靠蒸汽机推动 

（3）15 天横渡大西洋 

4．蒸汽机车 

（1）1826 年 

（2）英国史蒂芬逊父子 

（3）“火箭”号蒸汽机车 

5．铁路的兴建 

第二节  英国工业革命的影响 

一、经济 

（一）巨大的生产力 

1．工场手工业 

2．机器大工厂 

3．英国成为“世界工厂”和世界第一工业强国 

（二）迅速增长的财富 

二、政治 

（一）工业资产阶级进入政权中心 

（二）阶级矛盾 

1．资产阶级 

2．无产阶级 

三、生产方式 

资本主义生产方式最终战胜封建生产方式 

（一）导致经济地理和人口结构的变化 

（二）人们思想观念和生活方式的变化 

（三）推动科学技术的发展 

四、科学技术 

（一）加强科学技术的教育 

（二）加大科学技术的研究投入 

（三）给科学技术研究带来新的课题 
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五、世界格局 

（一）海外殖民活动的加强 

（二）西方先进、东方落后的世界格局 

复习与思考题： 

11、 英国工业革命的主要成就体现在哪些方面？ 

12、 瓦特对蒸汽机做了怎样的改良？ 

拓展阅读书目： 

吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 429-442 页。 
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第七章  十九世纪的自然科学 

本章教学目的和基本要求：、了解自然科学的全面发展以及数学革命引发的对数学本性的思考，

重点是能量守恒与转化定律的提出过程、热力学定律的提出、电磁理论的建立、原子-分子论的提

出、灾变说和渐变说的争论、细胞学说的建立、；难点是非欧几何和进化论 

学时分配：2 

第一节  十九世纪自然科学领域的重大成就 

一、数学革命的时期 

（一）十九世纪的数论 

（二）射影几何学的复兴 

（二）非欧几何的产生 

1．1800 年左右欧几里德几何学的情况 

2．平行公理的研究 

3．非欧几何的先兆 

4．非欧几何的诞生 

（1）罗巴切夫斯基几何 

（2）黎曼几何 

5．非欧几何的意义 

二、物理学领域的成就 

（一）能量守恒与转化定律的发现 

（二）热力学基本定律的建立 

1．蒸汽机的效率问题 

2．热和功的相互转化及其定量关系 

3．热力学三定律 

（三）波动光学的建立 

1．波动说和微粒说之争 

2．“干涉实验” 

3．“偏振现象” 

4．光速的测定 

（四）电磁理论的创立 

1．奥斯特：电流的磁效应 

2．安培：右手定则 

3．法拉第：场和力线的概念 

4．麦克斯韦：《电磁通论》 

三、化学领域的成就 

（一）原子－分子论的确立 
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1．原子论－英国道尔顿 

2．气体化合定律－法国盖•吕萨克 

3．分子的概念－意大利阿佛加德罗 

（二）化学元素周期律的发现 

1．约翰·纽兰兹 

（1）英格兰业余化学家 

（2）“八度定律” 

2．俄国门捷列夫 

（1）之前的元素排练方法 

（2）灵感：北美洲的单人牌戏 

（3）每七个元素一组：“周期表” 

（三）有机化学的发展 

1．第一次合成有机物 

（1）德国维勒 

（2）无机物：氰和氨水 

（3）有机物：尿素 

四、天文学 

天体物理学时代 

（一）发现海王星 

（二）发现恒星视差 

五、地质学 

（一）灾变论 

1．居维叶（1769—1832) 

（1）法国比较解剖学家和古生物学家 

（2）动物界的分类系统：动物四门 

（3）洪水灾变说 

2．居维叶作为“生物学界的独裁者” 

（1）能言善辩的天才活动家和出色组织者 

（2）打击进化论，推行灾变说 

（二）渐变论 

1．赖尔(1797—1875) 

（1）生于苏格兰贵族家庭 

（2）1819 年毕业于牛津大学 

（3）由法律转向地质学 

2．赖尔的地质渐变说 

（1）先驱的影响：①赫顿的火成论。②拉马克的进化学说。 

（2）实地考察：1828 年意大利西西里岛埃特纳火山 

（3）1830-1833 年：《地质学原理》 

（4）该书影响巨大，广为传播，使得地质渐变思想深入人心。 

（三）地质年代表的制定 
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六、生物学 

（一）细胞学说 

（二）进化论 

（三）微生物学 

（四）现代医学 

第二节  十九世纪自然科学三大发现 

一、能量守恒与转化定律 

（一）德国医生迈尔(1814 一 1878) 

1．较早发表能量守恒思想 

2．1840 年作为随船医生去爪哇 

（1）病人的静脉血比预计的红得多 

（2）思考体热的问题 

（3）体力和体热：食物中的化学能 

3．1842 年，《关于无机界力(能量)的说明》 

（1）用推理方法提出了能量守恒与转化原理 

（2）被认为是哲学论文而不被注意 

（二）英国的焦耳 (1818—1889) 

1．富有的啤酒酿造商 

2．业余时间测定热量和机械工功 

（1）1840 年测量电流通过电阻线所放出的热量 

（2）焦耳定律：电能向热能转化的定量关系 

3．研究成果的推广 

（1）皇家学会拒绝发表其论文 

（2）只得在一家报纸上全文发表 

（3）1847 年在英国科学促进会的年会上作报告 

（三）德国物理学家赫尔姆霍茨(1821—1894) 

1．1847 年发表《力的守恒》 

2．系统严密地阐述了能量守恒原理 

（1）孤立系统中机械能的守恒 

（2）能量的概念推广到热学、电磁学、天文学和生理学领域 

（3）能量的各种形式相互转化和守恒 

（4）永动机之不可能 

二、细胞学说的建立 

（一）细胞的发现 

1．1665 年 

2．英国物理学家胡克 

3．显微镜下的“小室” 

（二）细胞的认识 

1．1838 年 

（1）施莱登 
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（2）细胞是一切植物结构的基本单位 

2．1839 年 

（1）施旺 

（2）细胞是一切动物结构的基本单位 

3．意义 

（1）细胞是一切有机体结构和发育的基本单位 

（2）机体的发育，就是细胞的分化和形成的过程 

（3）生物科学史上的重大综合 

（4）生物进化论的基石 

（三）细胞学说的应用：细胞病理学 

1．德国生物学家微耳（1821—1902) 

2．现代医学的基础 

三、进化论 

（一）产生的科学前提 

1．比较解剖学的发展 

2．胚胎学的发展 

3．古生物学的发展 

（二）拉马克的进化学说 

1．18 世纪后期 

2．用进废退 

3．获得性状遗传 

（三）达尔文的进化论 

1．1859 年《物种的起源》 

（1）相似的物种相互联系：起源同一祖先 

（2）自然界优胜劣汰 

（3）物种连续变化 

2．核心思想：自然选择学说 

（1）适者生存 

（2）不适者淘汰 

3．把人类饲养家禽的过程扩大到自然界 

复习与思考题： 

13、 为什么会产生非欧几何？ 

14、 为什么能量守恒与转化定律是比牛顿定律更基本的物理定律？ 

15、 十九世纪人们对生命的科学理解有哪些？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 538-661 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 369-482 页。 

3．W.C.丹皮尔（英）： 《科学史-及其与哲学和宗教的关系》，商务印书馆，1997，第 283-428 页。 

4．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 335-383 页。 

5．M．克莱因：《古今数学思想》，上海科学技术出版社，1984 年，第三册 218-300 页 
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第八章  第二次技术革命 

本章教学目的和基本要求：了解紧接着第一次技术革命的第二次技术革命，重点是第二次技术

革命的背景、发电机、耐用灯泡、电话的发明，无线电通讯的建立、甘油炸弹的研制和人工合成染

料的诞生、两次工业革命的对比；难点是内燃机工作原理和飞机飞行原理 

学时分配：2 

第一节  第二次技术革命兴起的条件 

一、政治条件 

（一）工业资产阶级进入政权中心 

（二）资本主义制度进一步确立 

（三）资本主义世界体系形成 

二、市场条件 

（一）国内统一市场的开辟 

（二）国外市场的开拓 

三、技术条件 

（一）第一次工业革命的完成 

四、科学理论基础 

（一）电磁学理论的建立 

（二）19 世纪各门自然科学发展 

五、社会条件 

（一）资本主义各国统治者重视科学技术的研究 

（二）科学技术教育的重视 

第二节  第二次技术革命的历程 

一、电力的广泛应用 

（一）发电机 

1．德国人西门子 

（1）德国“电子电气之父” 

（2）提出发电机的工作原理 

（3）发明第一台直流电动机 

2．西门子其他贡献 

（1）指南针式电报机 
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（2）改进过海底电缆 

（二）耐用电灯泡 

1．爱迪生 

（1）1879 年 10 月 21 日 

（2）试验过 1600 种耐热材料和 6000 种植物纤维 

（3）用碳化的卷绕线作为灯丝：延续了约 45 个小时 

2．“世界发明大王”。 

（1）2000 余项发明：①第一所中央发电厂。②留声机。③活动电影机。 

（2）1093 项美国专利 

（3）创立通用电气公司 

（三）其他 

1．电车 

2．电影放映机 

二、新通讯手段的发明 

（一）电话 

1．贝尔 

（1）电话之父 

（2）世界上第一台可用的电话机的专利权 

（3）创建了贝尔电话公司 

2．贝尔的其他贡献 

（1）制造了助听器 

（2）改进了留声机 

（3）创立了英国聋哑教育促进协会 

（二）无线电通讯 

1．马可尼 

（1）实用无线电报通信的创始人 

（2）1897 年，在伦敦成立“马可尼无线电报公司”。 

（3）1909 年与布劳恩获诺贝尔物理学奖 

2．建立电台 

三、内燃机和新交通工具的创制 

（一）内燃机和柴油机的诞生 

1．1860 年勒努瓦：内燃机 

2．1880 年奥托：四冲程内燃机 

（1）吸入冲程 

（2）压缩冲程 

（3）燃烧冲程 

（4）排气冲程 

3．1892 年狄塞尔：柴油机 

（二）汽车 

1．1885 年摩托车 

2．1886 年汽车 
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（三）内燃机车 

（四）远洋轮船 

（五）飞机 

1．滑翔机 

（1）15 世纪达·芬奇曾设计过一种扑翼机 

（2）1809 年英国的乔治·凯利爵士试制了一架滑翔机：人被带起几米外 

（3）1894 年德国李林塔尔成功地滑翔了 350 米（1150 英尺）远 

2．1903 年莱特兄弟：飞机 

（1）在美国经营一家自行车企业 

（2）1890 年起研究鸟类、风筝以及滑翔机 

（3）1903 年“飞行者号”试飞：持续 12 秒 

四、化学工业的建立 

（一）甘油炸弹 

1．诺贝尔 

（1）瑞典化学家、工程师、发明家、军工装备制造商和炸药的发明者 

（2）一生拥有 350 项专利发明 

（3）设立诺贝尔奖 

2．液体炸药硝化甘油 

（1）弟弟埃米尔和另外 4 人被炸死 

（2）硝化甘油可以被干燥的硅藻土所吸附 

3）改进黄色炸药和必要的雷管 

（二）人工合成新染料 

1．1856 年柏金：苯胺紫 

（1）企图合成天然抗疟剂 

（2）意外地制造出第一个合成染料－苯胺紫 

（3）化学合成工业的发展 

2．德国染料工业兴起 

第二节  两次工业革命的对比 

一、技术变革 

（一）非蓄力驱动机器的使用 

1．第一次工业革命： 

（1）水力纺纱机 

（2）骡机 

（3）水力织布机 

（3）火车机车 

（3）汽船 

2．第二次工业革命 

（1）汽车 

（2）内燃机车 



自然科学史 

 53

（3）远洋轮船 

（二）动力机 

1．第一次工业革命：蒸汽机 

2．第二次工业革命：发电机、内燃机 

（三）新的更有效的原材料 

1．第一次工业革命：铁 

2．第二次工业革命：钢、氨、苯、染料； 

（四）能源 

1．第一次工业革命：煤 

2．第二次工业革命：电力、石油 

二、经济结构变革 

（一）第一次工业革命 

棉纺织业、采煤业、造船业、冶金业、机器制造业 

（二）第一次工业革命 

钢铁制造业、新兴的石油工业、电力工业、化学工业、汽车工业、电讯事业 

三、经济组织变革 

（一）第一次工业革命 

工场 ——> 工厂 

（二）第一次工业革命 

工厂 ——> 垄断组织 

复习与思考题： 

1、两次工业革命的特点各有什么？ 

2、人类飞行的梦想是怎样是实现的？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 662-710 页。 
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第九章  物理学革命及现代科学的产生 

本章教学目的和基本要求：把握 20 世纪物理学革命的起因，了解量子力学和相对论的内涵，

重点是以太漂移实验，X 射线、放射性、电子的发现，能量和光的量子化、光的波粒二象性、原子

结构模型的演变；难点是黑体辐射和相对论。 

学时分配：4 

第一节  经典物理学的危机 

一、世纪之交科学家眼中的物理学 

（一）物理学： 

1．牛顿力学无比强大的理论威力 

2．光学、电磁学、力学的统一 

3．许多物理学家认为人类对自然界的认识已经到了尽头 

4．普朗克的老师的劝告 

（二）开尔文的世纪回顾 

1．19 世纪的最后一天 

2．英国著名物理学家开尔文发表新年祝词 

（1）回顾物理学的成就 

（2）展望 20 世纪前景 

二、物理学晴空的两朵乌云 

（一）“以太漂移” 

1．以太 

2．如何判定以太存在 

3．“迈克尔逊-莫雷实验” 

（二）紫外灾难 

（1）黑体：理想模型 

（2）德国维恩的公式 

（3）英国瑞利的公式 

三、19 世纪末物理学三大实验发现 

（一）关于阴极射线本性的争论 

1．1856 年德国盖斯勒发明放电管：研究真空放电现象 

2．1859 年德国普吕克发现了放电管阴极发出绿色辉光 

3．876 年德国戈尔茨坦命名“阴极射线” 

4．阴极射线的本性问题 

（二）1895 年伦琴发现 X 射线 

1．伦琴 

（1）德国物理学家 
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（2）1901 年获首届诺贝尔物理学奖 

2．X 射线 

（1）1895 年 11 月 10 日 

（2）做阴极射线实验 

1．发现了一种新的辐射 

2．能穿透不透明物质 

（3）命名“X 射线”：未知的射线 

3．英国克鲁克斯等人曾遇见过它 

（三）1896 年贝克勒尔发现放射性 

1．贝克勒尔 

（1）法国物理学家 

（2）1903 年获诺贝尔物理学奖 

2．继续研究 X 射线 

（1）伦琴发现的 X 射线：通过荧光材料所发出的荧光 

（2）问题：是否所有荧光材料都能放出 X 射线？ 

（3）实验研究 

（4）实验设想 

（5）实验意外 

（6）分析意外 

（7）进一步分析 

（8）结论：铀能自发辐射出能量 

（9）居里夫人在 1898 年将之命名为放射性 

3．居里夫人 

（1）生于波兰，法国科学家 

（2）寻找铀矿石中放射性极强的新元素 

（3）1903 年获诺贝尔物理学奖 

（4）1911 获得诺贝尔化学奖 

（5）《我的信念》 

4．放射性物质发现的意义 

（1）放出的射线是什么？ 

（2）物质放出射线以后变成了什么？ 

（3）1899 年卢瑟福实验才揭晓 

（四）1897 年汤姆生发现电子 

1．汤姆生 

（1）英国物理学家 

（2）1906 年获诺贝尔物理奖 

2．电子的发现 

（1）1897 证实阴极射线在电场中偏转：带电粒子 

（2）测定了阴极射线粒子的荷质比：小于氢原子质量 

（3）原子不可再分？ 

（4）洛伦兹将它命名为“电子” 

3．卓越的教师和科研事业领导人 

七个助手获诺贝尔奖 
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（五）三大实验发现引发经典物理学的危机 

基本概念和基本定律的危机 

1．原子是不可分割？ 

2．元素是固定不变？ 

3．物质的质量与运动无关？ 

4．能量守恒？ 

5．质量和能量无关？ 

第二节  量子力学的诞生 

一、黑体辐射与能量量子化 

（一）黑体辐射 

1．黑体加热时能辐射出各种波长电磁波 

2．经典电磁理论的假定 

（1）黑体辐射由带电粒子的振动发出的 

（2）能量随波长单调变化 

3．瑞利公式 

（1）假定能量按自由度均分原则 

（2）长波处比较接近实验曲线 

4．维恩公式 

（1）假定辐射波长的分布与 Maxwell 分子速度分布类似 

（2）在短波处与实验较接近 

5．经典理论解释不了有极大值的实验曲线 

（二）普朗克能量量子化假设 

1．普朗克 

（1）1900 提出“能量子假说” 

（2）辐射能不是连续的 

（3）能量子：最小的、不可再分的能量单位 

（4）普朗克常数 h＝6.626×10－34J•S 

（5）黑体只能辐射频率为 ，数值为 h 的整数倍的不连续的能量。 

二、光电效应与光的量子化 

（一）光电效应 

光照射在金属表面，使金属发射出电子的现象 

（二）光电效应的实验特性 

1．最小频率 

2．电子的动能与光的频率相关 

3．电子的数目和光的强度相关 

（三）经典理论不能解释光电效应 

1．光波的能量与其强度成正比，而与频率无关 

2．只要光强足够，任何频率的光都应产生光电效应 

3．光电子的动能随光强增加而增加，与光的频率无关。 
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（四）爱因斯坦的光子学说 

1．光子：光能量的最小单位 

（1）光子的能量：与频率成正比 h 

（2）光子的质量：m＝h/c2 

（3）光子的动量：p＝mc＝h/c＝h/ 

2．产生光电效应时的能量守恒 

3．光子说圆满地解释光电效应 

三、光的波粒二象性 

（一）光的连续性：波动模型 

1．衍射现象 

2．干涉现象 

（二）光的量子化：光子模型 

光电效应 

（三）光的波粒二象性 

1．普朗克常数 h 

2．波性的概念  和  

3．粒性的概念  和 p 

4．波性和粒性的统一：=h，p＝h/ 

四、原子结构模型的演变 

（一）道尔顿模型(1803) 

（二）汤姆生“西瓜式”模型 

（三）卢瑟福核式模型 

（四）玻尔电子分层排布模型 

（五）量子力学模型 

五、量子论的意义 

第三节  相对论的提出 

一、爱因斯坦传记 

（一）童年 

1．出生 

（1）1879 年 3 月 14 日 

（2）德国小城乌尔姆 

（3）父母都是犹太人 

（4）四岁多还不会说话 

（5）六岁起学小提琴 

2．幼年 

3．小学 

（二）中学 
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1．1888 年进入中学 

2．数学很好，其他功课不怎样 

3．对古典语言毫无兴趣 

4．学校评价 

（三）大学 

1．第一次名落孙山 

2．补习一年考入大学 

3．仍然不是“好学生” 

（四）专利局 

1．不能留校 

2．专利局 

3．每周工作 40 多个小时 

4．1905 年完成 6 篇论文，三篇成为物理学经典文献 

二、相对论的提出 

（一）牛顿的绝对时空观 

1．空间距离与参考系无关 

2．时间与参考系无关 

3．时间与空间无关 

4．绝对时空观的哲学内涵 

（二）狭义相对论 

1．相对性原理 

（1）长度、质量、时间都是相对的 

（2）伽利略变换和洛伦兹变换 

（3）钟慢效应和尺缩效应 

（4）运动的物体质量变大 

2．光速不变原理 

3．相对论的形象比喻 

4．意义 

（1）扩展了物理学的研究空间和应用领域 

（2）开阔了人们的思维 

（三）广义相对性 

1．1916 年《广义相对论的基础》 

（1）几何语言建立而成的引力理论 

（2）统合了狭义相对论和万有引力定律 

（3）引力被描述为时空的一种几何属性 

2．广义相对论的两个基本原理  

（1）等效原理：引力与惯性力等效 

（2）广义相对论的相对性原理 

3．广义相对论的观测 

（1）水星近日点进动问题 

（2）星光经过太阳的弯曲：日蚀时观测 

（3）1919 年观测日全食。 
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三、爱因斯坦的其它贡献 

（一）坚定的和平捍卫者 

1．一战时:反战团体“新祖国同盟” 

2．二战时： 

（1）建议美国研制原子弹 

（2）痛心原子弹对平民的伤害 

（二）伟大的人格力量 

1．平凡简朴的生活作风 

2．谦逊善良纯朴的伟大人格 

3．不崇拜偶像、漠视奖励的做人准则 

（三）爱因斯坦的遗嘱 

1．不发讣告 

2．不举行公开葬礼 

3．不建坟墓 

4．不立纪念碑 

（四）对爱因斯坦大脑的研究 

1．右半球的顶下叶区域异常发达 

2．大脑宽度超过普通人 15% 左右 

3．缺少常人大脑中的一种皱沟 

四、2005 年：世界物理年 

（一）相对论诞生 100 周年 

（二）爱因斯坦逝世 50 周年 

（三）“2005 世界物理年”徽标含义 

第四节  物理学照亮世界 

一、自然科学史上的五次大综合 

（一）天地运动的综合——万有引力 

（二）电磁运动的综合——麦克斯韦方程组 

（三）各种运动形式的综合——能量守恒与转化 

（四）低速和高速运动的综合——相对论 

（五）宏观与微观运动的综合——量子力学 

二、力学的分类和应用范围 

（一）宏观系统 

1．低速运动：经典力学 

（1）按观点分：①运动学。②动力学。③静力学。 

（2）按对象分：①质点力学。②质点组力学。③刚体力学。④连续介质力学。 

（3）按方法分：①矢量力学。②分析力学。 

2．高速运动：相对论力学 
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（二）微观系统 

1．低速运动：量子力学 

2．高速运动：量子场论 

三、20 世纪：物理学的世纪 

（一）物理学是一切自然科学和技术科学的基础 

（二）物理学作用于其他学科 

催生分支科学和边缘交叉科学 

（三）物理学也是工程技术的基础 

1．经典力学和热力学：汽车、火车、飞机、火箭、人造卫星 

2．电磁理论：电力技术、各种电器 

3．量子力学：固体电子理论和半导体理论，现代信息技术 

（四）物理学是现代物质文明的基础 

物理学——>技术成果——>生产力——>财富 

复习与思考题：（列每章章末） 

1、为什么会产生量子力学？ 

2、相对论的主要内容有什么？ 

3、自然科学史上有过哪些理论的大综合？ 

拓展阅读书目：（列每章章末） 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 711-746 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 510-529 页。 

3．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 393-422 页。 

4．A．爱因斯坦：《狭义与广义相对论浅说》，上海科学技术出版社，1964 年，第 1-95 页。 
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第十章  现代自然科学的发展（数理化） 

本章教学目的和基本要求：了解现代数学、物理学和化学的发展概况，对一些具有特殊意义的

突破有一定的认识，重点是数理逻辑、模糊数学、原子核物理学、元素周期表的重新认识、三大合

成材料；难点是抽象代数和粒子间的基本作用力 

学时分配：2 

第一节  现代数学的发展 

一、现代数学两个大的发展方向 

（一）更加基础化、理论化、抽象化 

（二）更好地应用于其他学科、更好解决现实问题 

二、抽象代数 

（一）研究对象：代数结构。比如群、环、域、模、矢量空间和代数 

（二）主要内容：非特定的任意元素集合及其相关的代数运算 

（三）应用：电子计算机技术、工程技术 

（四）分支 

1．群论、环轮、伽罗瓦理论、格论、线性代数 

2．代数编码学 

3．语言代数学 

三、数理逻辑 

（一）运用数学的方法来研究逻辑 

（二）思想起源：莱布尼兹 

（三）体系建立：布尔 

（四）布尔代数 

1．变量：0 和 1 

2．运算：与、或、非 

（五）分支 

1．公理化集合论 

2．模型论 

（六）应用 

1．自动化技术 

2．电子计算机的逻辑设计 

四、模糊数学 

（一）研究对象：模糊性现象 

（二）创始人：美国数学家查德 

（三）问题：计算机与人的判断推理能力 
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（四）模糊集合与元素的隶属关系 

（五）应用 

五、运筹学 

（一）规划论：在满足既定条件下，按一衡量指标寻求最优方案 

（二）库存论：研究各类存贮活动的最优方案 

（三）决策论：在不确定的情况下作出决策 

第二节  现代物理学的发展 

一、深入微观世界 

（一）原子物理学：原子由原子核和电子组成 

（二）原子核物理学：原子核由质子和中子组成 

（三）粒子物理学：核子由夸克组成 

二、原子核物理学的形成与发展 

（一）质子和中子的发现与原子核结构模型 

1．天然放射现象 

（1）放射性元素 

（2）射线：①α 射线。②β 射线。③ 射线。 

2．质子的发现 

（1）1919 年 

（2）卢瑟福用 α粒子轰击氮原子核 

（3）首次实现人工核反应 

（4）发现质子的核反应方程 

3．中子的发现 

（1）卢瑟福预言 

（2）1932 年英国查德威克发表论文 

（3）小居里夫妇与中子 

4．原子核模型 

（1）原子核由质子和中子组成 

（2）核子 

（3）核素及其符号表示 

5．原子核的衰变 

（1）α衰变 

（2）β衰变 

（3） 衰变 

（4）半衰期 

（5）三种射线的性质和实质 

（二）核反应的研究及核裂变的发现 

1．人工放射元素的发现 

2．原子核的人工转变 



自然科学史 

 63

3．重核裂变的发现 

（三）原子核能及其利用 

1．核能 

2．释放何能的两种方法 

（1）重核裂变 

（2）轻核聚变 

3．重核裂变 

（1）链式反应 

（2）临界质量 

4．重核裂变的应用 

（1）原子弹 

（2）核电站 

5．轻核聚变 

（1）氘-氚聚变 

（2）磁约束装置---托卡马克装置 

三、粒子物理学 

（一）研究基本粒子规律的科学 

（二）基本粒子：四大类 

1．重子 

（1）核子 

（2）超子 

2．轻子 

（1）电子 

（2）中微子 

3．介子 

（1）η介子 

（2）ρ介子 

4．相互作用子 

（1）光子 

（2）中间矢量玻色子 

（三）基本粒子的相互作用 

1．强作用力 

2．弱作用力 

3．电磁力 

（四）强子和夸克 

第三节  现代化学的发展 

一、元素周期律的重新认识 

（一）填补原先周期表的空缺 

（二）发现许多额外的元素 

（三）元素序数的重新认识 
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1．以前排序的依据：原子量大小 

2．新的序数依据：原子核的正电荷数 

（1）1913 年 

（2）英国莫斯莱 

3．最外电子层结构：元素的化学性质 

4．元素周期律：化学元素的统一性 

二、物理化学的建立与分析化学的发展 

（一）物理化学 

1．物理学的理论和方法来研究化学现象 

2．结构化学 

3．化学热力学 

4．化学动力学 

5．胶体化学 

（二）分析化学 

以仪器分析为主要手段 

三、有机化学的新时代 

（一）人工合成药物的研究 

（二）天然有机物的研究 

1．蛋白质分子的研究 

2．DNA 的双螺旋结构模型 

（三）有机高分子化合物的研究 

1．合成橡胶 

（1）1879 年第一次人工合成橡胶 

（2）1910 年德国拜尔公司 

（3）普通合成橡胶 

（4）特种合成橡胶 

2．合成纤维 

（1）1913 年德国化学家科拉特首次合成纤维 

（2）1938 年杜邦公司：尼龙 66 工厂 

（3）四大纶 

（4）仿生化 

3．塑料 

（1）赛璐珞 

（2）酚醛塑料：最早合成的塑料 

（3）聚四氟乙烯：“塑料王” 

（4）聚乙炔 

复习与思考题：（列每章章末） 

1、模糊数学又怎样的用途？ 

2、原子内部的粒子和作用有哪些？ 
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3、传统三大合成材料是什么？ 

拓展阅读书目：（列每章章末） 

1．李净、唐红洁，《新编现代科技概论》，中国政法大学出版社，2008，第 28-39 页。 

2．M．克莱因：《古今数学思想》，上海科学技术出版社，1984 年，第四册 289-324 页。 

 

 

 



科教部专业课程教学大纲 

 66 

第十一章  现代自然科学的发展（天地生） 

本章教学目的和基本要求：了解现代天文学、地学和生物学的发展，对理论和经验上的重大突

破有所认识，重点是射电望探测、微波背景辐射、现代恒星演化理论、大陆漂移说、海底扩张说、

板块构造理论、DNA 双螺旋结构模型、基因工程；难点是宇宙大爆炸模型和孟德尔遗传定律 

学时分配：2 

第一节  现代天文学的发展 

一、观测手段的进步 

（一）射电望远镜的发展和应用 

1．第一台射电望远镜 

（1）1937 年 

（2）美国的雷伯 

2．太阳射电 

（1）1942 年 

（2）英国海伊 

（3）使用军用的超高频雷达 

3．射电探测工具 

（二）六十年代天文学上的 4 大发现 

（1）类星体 

（2）脉冲星 

（3）微波背景辐射 

（4）星际有机分子 

二、20 世纪 60 年代四大发现 

（一）类星体 

1．一般光学观测 

2．分光观测 

3．1993 年底确认的类星体 

4．2002 年的星表 

（二）脉冲星 

1．1967 年被发现 

（1）贝尔 

（2）射电望远镜的信号 

（3）有规律的脉冲信号 

2．最初的认识 

（1）外星人发的电报 

（2） “小绿人一号” 

3．快速自转的中子星 
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4．性质 

（三）微波背景辐射 

1．来自宇宙空间背景上的各向同性的微波辐射 

2．20 世纪 60 年代初 

（1）彭齐亚斯和威尔逊 

（2）高灵敏度的号角式接收天线系统 

（3）银晕气体射电强度 

（4）消除不掉的背景噪声 

（5）波长 

（6）1978 年诺贝尔物理学奖金 

3．对宇宙大爆炸学说的支持 

（四）星际有机分子 

1．星际羟基分子 

2．90 年代末：120 多种 

3．意义 

三、两大基本理论 

（一）现代恒星演化理论 

1．恒星诞生 

2．中年 

3．老年 

4．死亡 

（二）宇宙大爆炸模型 

1． “原始火球” 

2．天文观测支持 

（1）星系红移 

（2）微波背景辐射 

第二节  现代地学的发展 

一、大陆漂移说 

（一）魏格纳 

1．大陆漂移说的创始人 

（1）德国气象学家、地球物理学家、天文学家 

（2）出生 

（3）遇难 

2．“地质浪漫诗人” 

（二）大陆漂移假说 

1．1915 年《海陆的起源》 

2．用综合的方法来论证 

（1）古生物的证据 

（2）大地测量学 
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（3）地质学 

3．泛大陆 

4．遗留的问题 

二、海地扩张说 

（一）19 世纪海洋探险调查 

1．1871 年“猎犬号”五年环球探险 

2．1872 年“挑战者号”四年探险 

（1）海洋学 

（2）海洋生物学 

（3）海洋地质学 

3．二战后深海探测技术迅速发展 

4．现代深潜器及探测设备 

（1）摄象设备 

（2）传感器 

（3）采样器 

（4）机械手 

（二）赫斯 

1．《海洋盆地的历史》：“地球的诗篇” 

2．基本概念 

（1）大陆地壳、洋壳 

（2）地幔 

（3）大洋脊 

（4）海沟 

（5）山脉或岛弧 

3．内容 

4．意义 

三、板块构造理论 

（一）各人独立提出 

（1）美国的摩根 

（2）英国的麦肯齐 

（3）法国的勒皮顺 

（二）板块构造理论 

1．岩石圈 

（1）侧向的不均一性 

（2）分割成活动的板块 

（3）板块内部稳定。 

2．软流圈 

3．板块划分 

（1）1968 年勒皮顺六大板块 

（2）大板块中划分小板块 

3．板块的边界及其类型 
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（1）拉张型边界 

（2）挤压型边界 

（3）剪切型边界 

第三节  现代生物学的发展 

一、现代遗传学的发展 

（一）孟德尔遗传定律及重新发现 

1．孟德尔：现代遗传之父 

（1）出生 

（2）特罗保的预科学校 

（3）奥尔米茨哲学院辍学 

（4）修道院修道士 

（5）成为神父 

（6）维也纳大学学习 

（7）豌豆进行杂交实验 

（8）实验结果 

2．《植物杂交实验》：遗传学两个基本定律 

（1）性状分离定律 

（2）独立分配定律 

（3）当时未受到重视 

3．孟德尔定律的重新发现 

（1）1900 年被三人独立发现 

（2）孟德尔工作被埋没的原因 

4．遗传学基本概念的确立 

（1）“遗传学”：英国生物学家贝特森 

（2）“基因”：约翰逊 

（二）摩尔根的基因理论 

1．摩尔根 

（1）美国遗传学家 

（2）利用果蝇进行实验 

（3）果蝇眼睛颜色的遗传现象 

2．染色体遗传学说 

（1）遗传变异与染色体的变化 

（2）基因在染色体上呈直线排列 

（3）第一个果蝇染色体连锁图 

3．完整的基因遗传理论体系 

（1）遗传学的物质基础》 

（2）《基因论》 

（3）1933 年的诺贝尔生理学和医学奖 
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二、分子生物学的诞生和发展 

（一）分子生物学的诞生 

1．现代物理学与现代生物学的结合 

2．DNA 纤维的 X 射线衍射图 

（1）1951 年 

（2）生物物理学家威尔金斯 

3．DNA 双螺旋结构模型的建立 

（1）1953 年 

（2）沃森和克里克 

（3）开启了分子生物学时代 

（4）1962 年的诺贝尔奖 

4．遗传密码的破译 

（1）三联密码假说 

（2）合成多肽长链. 

（3）密码辞典 

（4）基因 

（二）分子生物学的发展 

1．基因工程 

2．限制性内切酶 

（1）20 世纪 70 年代 

（2）内森、史密斯和阿尔伯 

（3）为基因工程奠定了基础 

3．DNA 的体外重组 

（1）1973 年 

（2）伯格 

（3）按需要设计并改造物种 

（4）创造自然界原先不存在的新物种 

4．生物工程学 

复习与思考题： 

16、 宇宙大爆炸理论的观测依据有哪些？ 

17、 大地构造理论的三部曲是什么？ 

18、 遗传学和进化论有怎样的关系？ 

拓展阅读书目： 

1．吴国盛：《科学的历程》，湖南科学技术出版社，1995，第 630-656、771-788 页。 

2．斯蒂芬•F•梅森（英）：《自然科学史》，上海外国自然科学哲学著作编译组译，上海人民出

版社，1970，第 499-509、530-542 页。 

3．科林• A •罗南：《剑桥插图世界科学史》，山东画报出版社，2010，第 384-393 页。 
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期末复习答疑及考试阶段 

答疑学时分配：2 学时 

本教学环节遇节假日时也可作为机动课时进行调停课。 

考试学时分配：2 学时 
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第一部分  前言 

一、课程基本信息 

课程名称：文科高等数学  英文名称：Advanced Mathematics for Liberal Arts Students 

课程编号：509010252   所属领域：自然科学 

开课学期：春秋两学期  先修课程：高中数学 

总 学 时：36    周 学 时：3（12 周) 

学    分：2 

开课单位：科学技术教学部 

二、教学目的与内容简介 

《文科高等数学》是我校为政法人文等专业开设的自然科学类通识主干选修课程，其开设目的

为：以高等数学知识为载体，一方面注重培养学生以理性的方式认识自然世界，思考人类与自然之

间的关系，另一方面培养具有科学素养的公民，使学生可以参与社会性科学议题的讨论，并能够以

日常科学思考的方式解决生活中的问题。 

本课程主要讲授三部分内容：漫谈数学（数学推理、数学思维、数学悖论、数学危机等）；一

元微积分（集合、函数、极限、连续、一元微分方法、一元积分法等）；概率论初步（概率、随机

变量、数字特征等）。 

三、教学方法 

在课堂教学中，尽量采用多媒体教学，多用图形和实例引入来说明和描述微积分与概率论中的

一些主要定义和概念。用问题驱动法逐步展开教学，把学生吸引到教学内容中去，并引导学生讨论

问题，调动学生听课的积极性，锻炼学生的表达能力，提高课堂教学效率。在讲授传统内容时，应

注意运用现代数学的观点、概念、方法以及术语等符号，加强与其它不同分支之间的相互渗透，不

同内容之间的相互联系，淡化运算技巧训练。传授高等数学知识的同时，通过各个教学环节逐步培

养学生的抽象思维能力、逻辑推理能力、运算能力和自学能力，还要特别注意培养学生综合运用所

学知识去分析问题和解决问题的能力。 

四、教学内容、学时分配 

模块顺序 模块内容 模块具体知识 
大致安排（学

时） 

1 
课程前言；漫话

数学 
数学推理、数学思维、数学悖论、数学危机等 3 

集合、函数、极限、连续 6 

一元微分方法 9 2 一元微积分 

一元积分方法 9 

3 概率统计初步 概率论初步 9 

4 课外活动 
科技论文写作讲座；公式编辑器和 MATLAB 软件

使用；数学优秀影视欣赏、等（灵活安排） 
6（教学外） 

根据上述框架，安排教学内容为《文科高等数学十二讲》。 
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五、课程安排及组织形式 

《文科高等数学》课程为全校通识选修主干课程，在春、秋两学期轮流开设，计划每学期至少

开设 1 个班级，选修上限 150 人。每次 3 课时（3 小节），共 12 教学周，36 课时。 

六、课程考核 

课程考核采取百分制，以平时成绩（10 分）、写作（40 分）、卷面考核（50 分）的方式综合评

定。课程论文题目可以是学生就高等数学中某一认识较深或较感兴趣的问题抒发见解，也可以按教

师指定题目进行研究，既可以独自完成，也可以合作完成（最多 3 人，需要明确各自分工）。 

七、参考教材 

1．《大学文科数学》（第二版）：张国楚，徐本顺，王立冬，李祎主编 

2．《数学方法与应用》：刘淑环、刘崇丽、闫红霞、肖滢编著，清华大学出版社 

3．《高等数学》（经济。法律专业）：刘淑环、刘崇丽、闫红霞编著，华文出版 

八、课程网站 

《文科高等数学》课程网址：http://ge.cupl.edu.cn/gdsx（或从中国政法大学大学生素质教育网

http://ge.cupl.edu.cn 进入，点击“博学近思”，再点击“文科高等数学”即可进入课程网站。） 

九、大纲编写 

本课程大纲由刘淑环老师编写，大纲编写过程中得到了本课程教学团队的大力支持。在实际教

学中，由于学生情况不同，在实际教学过程中可能会在学时分配和内容详略方面有所调整。 
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第二部分  教学内容 

第一讲  漫话数学 

本讲知识点： 

课程介绍，数学思维，数学推理，数学悖论，数学猜想，数学危机 

本讲基本要求： 

1．理解课程定位； 

2．理解培养数学思维、理性判断的重要性； 

3．理解数学悖论产生原因及其作用； 

4．了解数学史上的三次数学危机及其启示； 

5．理解数学猜想的重要 

本讲重点与难点： 

重点：培养数学的理性思维，用数学思维解决问题的意识 

难点：培养数学的理性思维，用数学思维解决问题的意识 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  课程概述 

一、《文科高等数学》课程介绍 

二、《文科高等数学》课程定位 

三、怎样学习《文科高等数学》 

第二节  数学的理性思维 

一、对政策的理性分析 

（一） 理性思维及作用 

（二） 数学计算意识 

（三） 比例分析的思考 

二、理性的逻辑推断 

（一） 精明的理性人——经济人 

（二） 强盗分赃 

（三） 报数游戏 

（四） 运算律的应用 
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三、数学推理与法律裁判 

第三节  数学悖论、数学猜想与数学奖项 

一、悖论与危机 

（一） 无法执行的规则 

（二） 芝诺悖论 

（三） 康托尔悖论 

（四） 罗素悖论 

二、数学史上的三次危机 

（一） 数学悖论的作用 

（二） 希帕索斯悖论与第一次数学危机 

（三） 贝克莱悖论与第二次数学危机 

（四） 罗素悖论与第三次数学危机 

三、两个著名的数学猜想（课外自学） 

（一） “哥德巴赫猜想” 

（二） “庞加莱猜想” 

四、几个数学奖项（课外自学） 

（一） 菲尔兹奖（Fields prize） 

（二） 沃尔夫数学奖（Wolf  Prize） 

（三） 阿贝尔奖（Abel  prize） 

课外阅读书目： 

（1） 《数字追凶》——美剧中的数学破案； 

（2） 《数字唬人》——用常识看穿无所不在的数字陷阱； 

（3） 《牛津迷案》； 

（4） 《数学丑闻》——光环底下的阴影； 

（5） 《数学恩仇录》——数学家的十大论战； 

（6） 《笛卡尔的秘密手记》； 

思考题： 

（1） 就“提出问题与解决问题的重要性”谈体会； 

（2） 选读一本课外阅读书目，理解并体会其中的数学知识及所体现的思想； 

（3） 统计数学奖项获奖人的国籍分布，并就此谈感想； 

（4） 囚犯如何取豆？ 

5 个囚犯，分别按 1-5 号在装有 100 颗绿豆的麻袋抓绿豆，规定每人至少抓一颗，而抓得最多

和最少的人将被处死，而且，他们之间不能交流，但在抓的时候，可以摸出剩下的豆子数。问他们

中谁的存活机率最大？ 

说明：（a）他们都是非常聪明的人；（b）他们的原则是先求保命，再去多杀人；不能保命的话，

也要多杀人；（c）100 颗不必都分完；（d）若有重复的情况，则也算最大或最小，一并处死 (中间

数的重复不算）。 
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第二讲  集合与函数应用—具体问题符号化结构化抽象化 

本讲知识点： 

集合概念及其运算，无穷集合，函数概念，函数的几种简单性质，反函数，复合函数，初等函

数，分段函数，经济学中常见的几类函数。 

本讲基本要求： 

1．理解函数的概念，会求函数的定义域，会建立简单应用问题的函数； 

2．了解函数的有界性、单调性、奇偶性和周期性； 

3．了解显、隐函数、反函数分段函数的概念，理解复合函数的概念； 

4．掌握基本初等函数的性质及其图形，理解初等函数的概念； 

5．了解经济学中常见的几类函数并会应用。 

本讲知识点、重点与难点： 

重点：熟悉基本初等函数的图像及性质，复合函数的概念及分解 

难点：基本初等函数的图像及性质，复合函数的分解 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  集合---数学的基础 

一、集合的概念及其运算 

（一） 集合的概念：集合(set)；集合分类；集合表示方法；子集；数集分类 

（二） 集合的运算：并集；交集；差集；余集；运算规律 

（三） 区间和邻域 

二、有穷集合与无穷集合 

（一） 从有限到无限 

（二） 希尔伯特旅馆问题 

（三） 无穷悖论 

（四） 一一对应 

（五） 无穷的势、无穷的级 

第二节  函数——微积分研究对象 

一、函数的概念 

若 D 是一个非空实数集合， 设有一个对应规则 f  使对每一个 Dx ， 都有一个确定的实

数 x 与之相对应， 则称这个对应规则 f 为定义在 D 上的一个函数关系 或称变量 y 是变量 x 的

函数，记作 Dxxfy  )( 。其中 x 称为自变量， y 称为因变量 D 称为函数的定义域 也可以

记作 ( )D f 。 
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二、函数的性质 

（一）奇偶性 

1．奇函数：给定函数 ( )y f x ，其定义域  D f 关于原点对称，如果对所有的  fDx ，有

( ) ( )f x f x   ，则称 ( )y f x 为奇函数。奇函数图形关于原点对称。 

2．偶函数：给定函数 ( )y f x ，其定义域  D f 关于原点对称，如果对所有的  fDx ，有

( ) ( )f x f x  ，则称 ( )y f x 为偶函数。偶函数图形关于 y 轴对称。 

（二）周期性 

对于函数 ( )y f x ，如果存在正的常数T ，使得 ( ) ( )f x T f x  恒成立，则称此函数为周期函数。

T 为 ( )y f x 的周期。若T 为函数 ( )y f x 的一个周期，则 ( )kT k Z  也是 ( )y f x 的周期.通常我们说

周期函数的周期指的是函数的最小正周期. 

（三）单调性 

如果函数 ( ),y f x x D  ，对区间  ba, 内的任意两点 1x 和 2x ，当 1 2x x 时，  总有

1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )y f x 在区间  ba, 内是单调增加的；当 1 2x x 时，总有

1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )y f x 在区间 ba, 内是单调减少的。 

严格单调函数的图像与任意平行于横轴的直线至多有一个交点。 

（四）有界性 

设函数 )(xfy 在区间  ba, 内有定义，如果存在正数 M 对于任意的  bax , ，都有

Mxf )( ，则称函数 )(xfy 在  ba, 内是有界的；如果不存在这样的正数 M ，则称函数

)(xfy  在 ba, 内是无界的。 

注意:同一函数在自变量的不同范围上的有界性不一定相同。 

三、反函数 

（一）反函数定义 

设 )(xfy 是定义在  fD 上的一个函数，值域为  fZ 。如果对于每个  fZy ，有一个确

定的且满足 )(xfy 的  fDx 与之对应，其对应规则记作
1f ，这个定义在  fZ 上的函数

)(1 yfx  称为 )(xfy 的反函数，或称它们互为反函数。反函数的定义域为原函数的值域。 

（二） 反函数性质 

1．定义域与值域之间是一一对应关系； 

2．函数在某个区间若为单调函数，则函数在该区间必存在反函数。 

四、复合函数 

设函数 )(ufy 的定义域为  fD ，若函数 )(xu  的值域为  Z ，   )( fDZ  非空，则

称 ))(( xfy  为复合函数。 x 为自变量， y 为因变量，u 称为中间变量。 

五、分段函数 

在定义域的不同部分用不同表达式表达的函数。 

六、初等函数 

（一）基本初等函数 

1．常函数： Cy  。定义域为一切实数，其图形是一条平行于 x 轴的直线。 

2．幂函数：  (xy  为任何实数) 
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3．指数函数： ( 0, 1)xy a a a    

指数函数的定义域为（-∞，+∞），值域为（0，＋∞）.当 1a  时，函数严格单调增加；当0 1a 

时，函数严格单调减少。函数的图形都过（0，1）点， xy a 与 xy a 图形关于 y 轴对称。 
xy e 是工程上常用的指数函数，常数 e=2.7182818… 

4．对数函数： log ( 0, 1)xy a a a    

对数函数的定义域为（0，＋∞）,值域为（-∞，+∞）.当 1a  时，函数严格单调增加;当0 1a 

时，函数严格单调减少，函数图形都过（1，0）点。 

以 e 为底的对数称为自然对数，记作 y ln x 。 

5．三角函数： 

（1）正弦函数 xy sin 。定义域为（-∞，+∞），值域为〔-1，1〕，它是以 2π为周期的有界

的奇函数。 
（2）余弦函数 xy cos 。定义域为（-∞，＋∞），值域为〔-1，1〕，它是以 2π 为周期的有

界的偶函数。 

（3）正切函数 xy tan 。定义域为 ( )
2

x k k Z
   ，它是以 π 为周期的单调增加

的奇函数（在一个周期内）。 

（4）余切函数 xy cot 。定义域为 ( )x k k Z  ,它是以 π为周期的单调减少的奇函数

（在一个周期内）. 

此外，还有正割函数
1

sec
cos

y x
x

  和余割函数
1

csc
sin

y x
x

  ，其图形和性质从略。 

6．反三角函数 

（1）反正弦函数 y arcsin x ,定义域为〔-1，1〕，值域为 ( , )
2 2

 
 ，有界，单调增加，奇函

数。它是正弦函数 xy sin 在 ( , )
2 2

 
 上的反函数. 

（2）反余弦函数 y arccos x ，定义域为〔-1，1〕，值域为 (0, ) ，有界，单调减少，偶函数。

它是余弦函数 xy cos 在 (0, ) 上的反函数. 

（3）反正切函数 y arctan x ，定义域为（-∞，+∞），值域为 ( , )
2 2

 
 。有界，单调增加，

奇函数。它是正切函数 xy tan 在 ( , )
2 2

 
 上的反函数。 

（4）反余切函数 y arc cot x 定义域为（-∞,+ ∞），值域为 (0, ) ，有界，单调减少，它是余

切函数 y cot x 在 (0, ) 上的反函数. 

（二）初等函数 

由基本初等函数经过有限次的四则运算或复合运算得来的、并且用一个式子表示的函数。凡不

是初等函数的函数，我们都称之为非初等函数。高等数学讨论的函数主要是初等函数. 
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第三节  经济学中常见的几类函数 

一、成本函数、收益函数及利润函数 

（一）成本函数 

总成本函数为 )(0 xpCC  。其中 0C 为固定成本，指不受产量变化影响的成本，包括厂房、

设备、管理费等。 )(xp 表示可变成本，指受产量变化影响的成本，是产量的函数，包括原材料、燃

料、工人工次等，若 p 表示单位可变成本，则 pxxp )(  

（二）收益函数 

收益是指销售一定产品后所得的收入，由单价和销售量决定的，常用 )(xR 表示， x 表示销量。

若单价是销售量的函数，则收益是销售量的函数；若销售量是单价的函数，则收益是单价的函数。 

（三）利润函数 

收益函数与成本函数之差就是利润函数。若成本与收益都是产量的函数，则利润函数为

)()()( xCxRxL  。 

当 0( )L x  ，即 ( ) ( )R x C x 时，企业盈利；当 0( )L x  ，即 ( ) ( )R x C x 时，企业亏本； 

当 0)( xL ，即 )()( xCxR  时，企业保本，并称此时的 0x 为盈亏临界点。 

二、需求函数与供给函数 

（一）需求函数 

产品需求量与产品价格之间的函数关系为需求函数，由 0( ),Q Q p p  表示。其中Q 为商品的

需求量， p为商品的价格。 

一般地，需求量随价格上涨而减少，故需求函数通常是价格单调递减函数。 

（二）供给函数（供应函数） 

产品供给量与产品价格之间的函数关系为供给函数，由 )( pSS  表示。其中S 为商品的需求量，

p 为商品的价格。 

一般地，商品供给量随商品价格上涨而增加，故商品供给函数通常是商品价格的单调递增函数。 

（三）供需平衡分析 

随着价格的上涨，需求下降，供给增加，到一定时候二者达到平稳，此时的价格 0p 称为均衡

价格，即 )()( 00 pSpQ  。 

当 ( ) ( )Q p S p 时，供不应求，商品的价格就会有上涨的趋势； 

当 ( ) ( )Q p S p 时，供过于求，商品的价格就会有下跌的趋势。 

三、如何构建数学模型 

（一）关于人生追求的模型构建探讨 

（二）人口模型构建 

（三）利息问题 

在金融业务中，有两种息方式：单利和复利。 

1．单利计算 

只在本金上计算利息。 p 为本金， i 为计息期的利率， n 为计息期数，则 n 期的利息为

pinI  ，本利和为 )1( inpIpA  。 

2．复利计算 

不仅在本金上计算利息，而且所生利息也计算利息。设 p为本金，i为计息期的利率，n 为计
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息期数，若每期结算 1 次，则n 期末的本利和为 nipA )1(  ，n 期利息为 

]1)1[(  nippAI 。 

若每期结算m次，则n 期本利和为
mn

m m

i
pA )1(  ，n 期利息为 

]1)1[(  mn
m m

i
ppAI 。 

3.投资分析:终值现值转化 

思考题： 

（1） 体会如何就实际问题进行数学建模；并举例说明； 

（2） 富兰克林利用放风筝而感受到电击，从而发明了避雷针。这位美国著名的科学家死后留

下了一份有趣的遗嘱：“……一千英磅赠给波士顿的居民，如果他们接受了这一千英磅，那么这笔

钱应该托付给一些挑选出来的公民，他们得把这些钱按每年 5％的利率借给一些年轻的手工业者去

生息。这些款过了 100 年增加到 131000 英磅。我希望那时候用 100000 英磅来建立一所公共建筑物，

剩下的 31000 英磅拿去继续生息 100 年。在第二个 100 年末了，这笔款增加到 4061000 英磅，其中

1061000 英磅还是由波士顿的居民来支配，而其余的 3000000 英磅让马萨诸塞州的公众来管理。过

此之后，我可不敢多作主张了！” 区区的 1000 英磅遗产，竟立下几百万英磅财产分配的遗嘱，是“信

口开河”，还是“言而有据”呢？通过计算作出自己的判断。 
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第三讲  无穷与极限—有限与无限，动中有静，以不变应万变 

本章的知识点： 

数列极限与函数极限的定义及其性质，函数的左极限和右极限，极限的四则运算 

本讲基本要求： 

1．理解数列极限的直观定义，掌握数列极限定义的刻画方式。 

2．理解函数极限的直观定义，掌握函数极限定义的刻画方式。 

3．理解左极限和右极限的，掌握函数极限存在的条件。 

4．理解无穷大量与无穷小量的概念，掌握无穷大量与无穷小量的关系和性质。掌握无穷小量

的阶的比较方法。 

5．熟练掌握极限运算法则和计算方法。 

重点：极限的定义和运算法则 

难点: 函数极限的概念 

学时分配：3 

教学内容： 

第一节  极限方法概述 

一、芝诺悖论之极限分析 

二、复利计息之极限分析 

三、概率极限之分析 

第二节  极限的定义 

一、数列极限 

（一）数列定义 

一个定义在正整数集合上的函数 ( )ny f n （称为整标函数），当自变量 n 按正整数 1，2，3，……

依次增大的顺序取值时，函数值按相应的顺序排成一串数： (1), (2), ( )f f f n 称为一个无穷数

列，简称数列。 

（二）数列的单调与有界 

（三）数列极限定义 

1.数列极限的 ε—N 定义 

设{ }nx 是一个数列， a 是一个确定的数，若对于 0, ,N     使得 n N 时， 

都有 | |nx a   成立，则称数列{ }nx 收敛于 a ， a 称为它的极限。 

记作 lim nn
x a


 或者 ( )nx a n  。 

注意：（1）ε的任意性。ε的作用在于衡量 xn和 a 的接近程度。 

（2）N 的相应性。N 依赖于 ε，但并不是由 ε唯一确定。 

2.几何意义：所有下标大于 N 的 nx 都落在 a 的 ε邻域内，而在这个邻域之外，至多有 N（有限）
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个项。 

3.数列极限的性质定理 

（1）唯一性定理：若数列{xn}收敛，则它的极限值是唯一的。 

(2)有界性定理：若数列{xn}收敛，则它为有界数列。 

(3)收敛子列定理：数列收敛的充要条件是其任意子列都收敛并且具有相同的极限。 

二、函数的极限 

（一）当 x 时，函数 ( )f x 的极限 

1.定义：设 ( )f x 为定义在  ,  上的函数， A 是一个定数，若 0 0, M    ,使得当

x M , 时,恒有  f x A   成立，则称函数 ( )f x 当 x 趋于正无穷时极限存在，并以 A为极限。

记作 lim ( )
x

f x A


 。 

2.几何意义 

当 x M 时，都有 | ( ) |f x A   ，表示在直线 x M ,x M   的两侧，曲线 ( )y f x 整个

地落在以 y A 为中心，2ε为宽度的带型区域内。 

类似地可定义    
x x
lim f x A, lim f x A
 

  。 

3.定理: lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

     

4.水平渐近线 

若 lim ( )
x

f x A


 或者 lim ( )
x

f x A


 ，则称直线 y A 为曲线 ( )y f x 的水平渐近线。 

（二）当 0x x 时，函数 ( )y f x 的极限 

1.定义：如果 0, 0     ，使得当 00 | |x x    时， | ( ) |f x A   恒成立，则称当

0x x 时，函数 ( )y f x 以常数 A为极限。 

记作
0

lim ( )
x x

f x A


 或者 0( ) ( )f x A x x   

说明： 

（1）ε刻画 ( )f x 与常数 A的接近程度，δ刻画 x 与 0x 的接近程度。 

（2） 00 | |x x    ，不考虑 ( )f x 在 0x 处是否有定义。 

2.几何意义 

对于任意给定的正数 ε,不论 ε多么小,即不论 y A   与 y A   间的带形区域多么狭窄,总

可以找到 >0,当点 ( , ( ))x f x 的横坐标 x 进入    0 0 0 0x ,x x ,x    时,纵坐标 ( )f x 全部落入

区间  A , A   之内.此时 ( )y f x 的图形处于带形区域之内, ε越小,带形区域越窄。 

3.左右极限（单侧极限） 

（1）左右极限定义 

当 00 x x    ，表示 x 大于 0x 而趋于 0x 时，即 x 从 0x 的右侧趋近于 0x ，用 0x x  表

示，此时称常数 A为函数 ( )f x 的右极限。记作
0

lim ( )
x x

f x A


 。 

当 00 x x    ，表示 x 小于 0x 而趋于 0x 时，即 x 从 0x 的左侧趋近于 0x ，用 0x x  表

示，此时称常数 A为函数 ( )f x 的左极限。记作
0

lim ( )
x x

f x A


 。 

（2）定理 

函数 )(xf 当 0xx  时极限存在的充要条件是：左极限和右极限都存在且相等。即



文科高等数学 

 17

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

     

（三）函数极限的局部性质 

1.唯一性定理：若
0

lim ( )
x x

f x
 存在，则它只有一个极限。 

2.有界性定理： 

若
0

lim ( )
x x

f x
 存在，则存在 0x 的某个空心邻域，使得 ( )f x 在该空心邻域内有界。 

3.保号性定理： 

若
0

lim ( ) 0
x x

f x A


  ，，则存在 0x 的空心邻域 0( )oU x ，使得 0( )ox U x   恒有 ( ) 0f x  。 

第三节  极限计算 

一、极限的四则运算法则 

(一)定理 1：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量 x y 以

A B 为极限，即有  lim x y lim x lim y A B     。 

推论：两个无穷小量的代数和仍为无穷小量。 

(二)定理 2：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量 xy以 AB
为极限，即有  lim xy lim x lim y AB  。 

推论 1：两个无穷小量的乘积仍为无穷小量。 

推论 2：常数因子可以提到极限符号外面，即 limcy c lim y 。 

推论 3：如果 n 是正整数，则有 

（1）  nnlim x lim x ；（2）  
1 1
n nlim x lim x  

(三)定理 3：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量
x

y
以

A

B
为

极限，即有
x lim x A

lim
y lim y B
  。 

二、极限计算方法 

（一）图形观察法 

（二）直接利用四则运算法则 

（三）复合函数的极限法则 

定理:设    y f u ,u x  ，则 y 是 x 的复合函数  y f x   ， 

若    
0x x u a

lim x a,lim f u A
 

  ，则    
0x x u a

lim f x lim f u A
 

    。 

(四) 未定式的极限计算方法 

若所给的极限为
0

-
0


 


、 、 等无法直接利用四则运算法则计算的类型时，一般可利用同除以

最高次幂法、因式分解约分法、有理化法、变量代换法、通分法等一些具体方法，然后再利用四则

运算法则计算。 

（五）MATLAB 语句法求极限（课外自学） 
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思考题： 

（1） 体会极限思想的应用； 

（2） 如何理解变中有不变的数学思想； 

（3） 有限为无限之和：在《庄子·天下篇》中有“截丈问题”的精彩论述：一尺之棰，日取其

半，万世不竭.从数学角度分析这一论述的道理。 

（4） 遗嘱的分配：一个老人有 3 个儿子，留有 19 头牛，遗嘱为：老大分配 1/2，老二分配

1/4，老三分配 1/5，且规定牛不能宰杀。在分牛时遇到麻烦，但邻居借给他们 1 头牛使用，共 20

头牛，按比例三个儿子依次分得 10 头、5 头、4 头。多出来的 1 头邻居再牵走。遗嘱分完。请说出

其中蕴含的道理。 

（5） 彩票概率大小：假定买某种彩票中奖的概率为 10%，如下两件事哪一件发生的可能性

更大？ （1）只买一张就中奖。（2）连续买了 2n 张，且当 n 趋于无穷大时全都不中奖。 
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第四讲  极限与连续—连续和谐，居安思危 

本讲知识点: 

极限存在的两个准则，两个重要极限，无穷小量阶的比较，函数连续的概念，初等函数的连续

性，闭区间上连续函数的性质函数间断点的类型。 

本讲基本要求： 

1．了解极限存在的两个准则（夹逼定理、单调有界数列必有极限），掌握第一重要极限的证

明，了解第二重要极限的证明方法，能熟练的应用两个重要极限计算函数的极限。 

2．理解无穷大量与无穷小量的概念，掌握无穷大量与无穷小量的关系和性质。掌握无穷小量

的阶的比较方法。 

3．理解函数在某点连续，在（a、b）上连续，以及在[a、b]上连续的概念。了解函数间断的概

念。理解连续函数的性质和初等函数的连续性。 

4．掌握闭区间上连续函数的性质以及简单的证明。 

5．掌握函数的间断点的计算。 

本讲重点和难点 

重点：两个重要极限及其应用，函数的连续性及其在闭区间上连续的性质 

难点：极限存在的两个准则和两个重要极限，闭区间上连续函数的性质及应用 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  两个重要极限 

一、极限存在的两个准则 

（一）夹逼准则(squeeze rule)（极限的迫敛性） 

若
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x A
 

  ，且存在 x0 的某空心邻域 Uo(x0,δ)，使得 0( , )ox U x   ，有

( ) ( ) ( )f x h x g x  ，则 lim ( )
n

h x A


 。 

（二）单调有界数列必有极限准则 

单调递增有上界数列有极限；单调递减有下界数列有极限。 

步骤：1．判断数列的单调性； 

2．证明数列是有界的； 

3．求极限。 

二、两个重要极限 

（一）第一重要极限   
0

1
x

sin x
lim

x
  

注意：（1）0/0 型；（2）一般形式
  0

sin ( )
lim 1

( )f x

f x

f x
 ；（3）

sin
lim 0
x

x

x
  

（二）第二重要极限   
1

lim(1 )n

n
e

n
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公式变形为：（1）
1

0
lim(1 ) x

x
x e


  ；（2）

1
lim(1 )x

x
e

x
   

注意：（1）1 型；（2）解题应注意使用凑指数幂，使得底数的第二项与指数互为倒数，同时

注意变化趋势； 

（3）公式可推广为： ( )

( )

1
lim (1 )

( )
f x

f x
e

f x
  ； 

)(

1

)(
))(1(lim xf

xf
xf



 

三、连续复利 

设银行的年利率为r ，本金为 0A ，则 t 年后的本利和为
t

t rAA )1(0  ； 

若一年计n 次利息，则到年终的本利和为 0 (1 )nr
A A

n
＝  

若计息时间无限缩短，每时每刻都计算利息，即令 n ，那么到年终的本利和为

0 0 0lim (1 ) lim (1 )

rn
n rr

n n

r r
A A A A e

n n 

 
    

 
＝ ， t 年后的本利和为 

tr

rt

r

n

n

nt

n
t eA

n

r
A

n

r
AA 000 )1(lim)1(lim 















＝  

所以，若以连续复利计算利息，则复利公式是 tr
t eAA 0＝ 。 

第二节  无穷小量与无穷大量 

一、无穷小量 

（一）无穷小量的定义 

定义：若在自变量 x 的某个变化过程中有 lim 0y  ，则称变量 y 为 x 在该变化过程中的无穷

小量。 

注意：（1）谈到无穷小量时必须指明自变量的变化过程。 

（2）无穷小量指的是变量，零是唯一可以作为无穷小量的常数。 

（二）无穷小量与极限的关系 

定理:变量 y 以 A 为极限的必要充分条件是:变量 y 可以表示为 A 与一个无穷小量的和.即

lim y A 的充要条件是 ( )y A x  ， ( )x 是在该自变量变化过程中的无穷小量。 

（三）无穷小量的性质 

1.有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量； 

2.有界变量与无穷小量的乘积是无穷小量； 

3.无穷小量与无穷小量的乘积是无穷小量； 

4.常量与无穷小量乘积是无穷小量； 

（四）无穷小量阶的比较 

设 ,  是同一过程中的两个无穷小量. 

1.若 0lim


 ，则称 α为比 β高阶无穷小量，或称 β为比 α低阶无穷小量,记作： ( )o   
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2.若 0lim c


  ，则称 α与 β为同阶无穷小量。记作： ( )O   

3.若 1lim


 ，则称 α与 β为等价无穷小量。记作：   

二、无穷大量 

如果对于任意给定的正数 E,变量 y 在其变化过程中,总有那么一个时刻,在那个时刻以后,不等

式 y E 恒成立,则称变量 y 是无穷大量,或称变量 y 趋近于无穷大.记作 lim y  。 

说明：（1）无穷大量不是很大的数，而是具有非正常极限的函数。 

（2）若 ( )f x 为 0x x 时的无穷大量，则 ( )f x 为 0( )U x 上的无界函数。反之，无界函数不

一定是无穷大量。 

三、无穷小量与无穷大量的关系 

定理：在变量 y 的变化过程中， 

(1)如果 y 是无穷大量,则
1

y
是无穷小量；(2)如果 y(≠0)是无穷小量,则

1

y
是无穷大量。 

第三节  函数连续——极限应用 

一、函数在某一点连续 

（一）连续的两种定义形式 

定义 1：设函数 )(xfy 在点 0x 的某一领域内有定义，若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，则称函数

( )y f x 在点 0x 处连续。 

说明：（1） )(xfy 在 0x 处有定义；（2）
0

lim ( )
x x

f x
 存在；（3）

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ； 

（4） )(xfy 在 0x 处连续和当 0x x 时有极限是有区别的。 

定义 2：设函数 )(xfy 在点 0x 的某一领域内有定义，若有 

  0)()(limlim 00
00




xfxxfy
xx

 

则称函数 )(xfy 在点 0x 处连续。 

（二）左连续与右连续 

若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x



－ ，即在 0x 左极限值等于函数值，就称 ( )f x 点 0x 左连续； 

若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x



＋ ，即在 0x 右极限值等于函数值，就称 ( )f x 点 0x 右连续。 

函数 ( )f x 在点 0x 连续的充要条件是：函数 ( )f x 在点 0x 既是右连续又是左连续。 

（三）连续函数的和、差、积、商的连续性 

设函数 ( ), ( )f x g x 在点 0x 连续，则它们的和、差、积、商（ 0( ) 0g x  ）都在点 0x 处连续。 

（四）复合函数的连续性 

若函数 ( )f x 在点 0x 连续， ( )g u 在点 0u 连续，且 0 0( )u f x ，则复合函数 ( ( ))g f x 在点 0x

连续。即:
0 0 0

0lim [ ( )] [lim ( )] [ (lim )] [ ( )]
x x x x x x

g f x g f x g f x g f x
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二、函数 )(xf 在区间上连续 

(一)定义 

1.函数  f x 在 ( , )a b 上连续的定义 

 f x 在 ( , )a b 内每一点都连续,称  f x 在 ( , )a b 内连续, ( , )a b 为函数  f x 的连续区间。 

2. 函数  f x 在[ , ]a b 上连续的定义 

若  f x 在 ( , )a b 内连续，且在 a 处右连续，在b 处左连续，即 

       
x a x b
lim f x f a , lim f x f b

  
  ，则称  f x 在[ , ]a b 上连续。 

(二)初等函数的连续性定理 

一切基本初等函数都是其定义域上的连续函数。任何初等函数在其定义区间(包含在定义域内

的区间)内都连续。 

三、函数间断点及其分类 

（一）间断点定义 

设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，如果 0x 不是函数 ( )f x 的连续点，则称 0x 是

( )f x 的间断点。 

（二）间断点的类型 

1.可去间断点 

若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，而 ( )f x 在 0x 没有定义，或者有定义但 0( )f x A ，则称 0x 为 ( )f x 的可去

间断点。 

2.跳跃间断点 

若 ( )f x 在点 0x 存在左右极限，但
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 ，则称点 0x 为函数 ( )f x 的跳跃间

断点。 

可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点，其特点是函数在该点处的左、右极限都存在。 

3.第二类间断点:函数在该点处至少有一侧的极限不存在，称为第二类间断点。 

四、闭区间上连续函数的性质 

（一）最值定理 

1.最值定义 

设函数 )(xf 在区间 I 上有定义，如果存在 0x I 使得 x I  ，都有 0( ) ( )f x f x （或

0( ) ( )f x f x ），则称 )( 0xf 为函数 )(xf 在区间 I 上的最大值（或最小值）。（最大最小值是在整

个定义区间上的） 

2.最值定理 

若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，则它在 ba, 上必存在最大值和最小值。 

注意：“闭区间”，“函数 )(xf 连续”这两个条件缺一不可。 

3.定理推论（有界性定理） 

若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，则它在 ba, 上有界。 

（二）介值定理 

1.介值定理 

若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，且 )(af ≠ )(bf ，则对于 )(af 与 )(bf 之间的任何数c ，在

开区间 ba, 内至少存在一点 ξ，使得 cf )( 。 
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注意：“闭区间”，“函数 )(xf 连续”这两个条件缺一不可。 

2.零点定理或根值定理 

若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，且 )(af 与 )(bf 异号，则在开区间 ba, 内至少存在一点

ξ，使得 0)( f 。 

3.定理推论 

闭区间上的连续函数必能取得它的最大值与最小值之间的一切值。 

 

思考题： 

（1） 如何用极限方法确定曲线渐近线？并举例说明。 

（2） 试用函数连续的观点来分析如何构建和谐的社会体系。 

（3） 假设有一个登山者头天上午 8 点从山脚开始上山，晚上 6 点到达山顶，第二天上午 8

点从山顶沿原路下山，下午 6 点到达山脚。问该登山者在上、下山过程中，会同时经过同一地点吗？

为什么？ 

（4） 把椅子往不平的地面上一放，通常只有三只脚着地，放不稳，然而只需要挪动几次，就

可以使四只脚同时着地，放稳了。把这个看似与数学无关的现象用数学语言给以表述，并用数学工

具加以证实，椅子能在不平的地面上放平稳吗？ 
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第五讲  导数与微分—变量变化速度与局部改变量 

本讲知识点： 

导数的概念，导数的几何意义和经济意义，可导与连续的关系，导数的四则运算，基本初等函

数的导数，复合函数，反函数和隐函数的导数，高阶导数，微分的概念和运算法则，微分形式不变

性 

本讲基本要求： 

1．理解导数的概念及可导性与连续性之间的关系，了解导数的几何意义 

2．熟练掌握基本初等函数的导数公式,导数的四则运算法则. 

3．掌握反函数求导公式。 

4．熟练掌握复合函数求导的链式法则。 

5．掌握隐函数求导法与取对数求导法。 

6．掌握分段函数的导数计算。 

7．理解高阶导数概念，掌握简单函数求 n 阶导数的方法。 

8．了解微分的概念，可导与可微的关系及微分形式不变性，掌握利用导数求微分的方法。 

9．了解微分的近似计算。 

本章重点和难点 

重点：导数和微分的概念，导数和微分的运算法则及其计算方法，导数和微分的应用 

难点：导数与微分的概念，复合函数求导法，求高阶导数的方法。 

学时分配：3 

教学内容： 

第一节  导数的概念——函数的局部变化率 

一、导数概念引例 

（一）变速直线运动的速度 

设 s表示一物体从某个时刻开始到时间t 作直线运动所经过的路程，则 s是t 的函数 )(tfs  。

当时间由 0t 改变到 tt 0 时，物体在 t 这一段时间内所经过的距离为 

)()( 00 tfttfs  ，平均速度为
t

tfttf

t

s
v









)()( 00 。当 t 很小时，

可用v 近似表示物体在时刻 0t 的速度， t 越小，近似程度就越好。当 0t 时，若极限
t

s
t 


 0

lim

存在，就称此极限为物体在时刻 0t 的瞬时速度，即 

t

tfttf

t

s
v

tttt 









)()(
limlim 00

000
 

（二）曲线切线的斜率问题 

设有曲线 C 及 C 上一点 M，在点 M 外另取 C 上一点 N 做割线 MN。当 N 沿曲线 C 趋于点 M

时，如果割线 MN 的极限位置为 MT，则称直线 MT 为曲线 C 在点 M 处的切线。 
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设割线 MN 与 X 轴的夹角为切线 MT 与 X 轴的夹角为 。曲线方程为 y=f (x),点 M 的坐标

为 (x0 ， y0) ， 点 N 的 坐 标 为 0 0( , )x x y y    。 于 是 ， 割 线 MN 的 斜 率 为

0 0( ) (
tan

f x x f xy

x x
   
 
 

）
。 

当点N沿曲线C趋向点M时，就有 0,x     ，割线的斜率 tan就会无限接近切线 tan
的斜率,又由极限的定义，有 

0 0

0 0

( ) (
tan lim lim

x x

f x x f xy
k

x x


   

  
  

 
）

 

即为切线的斜率。 

二、导数定义 

（一）函数在一点的导数定义 

设函数 ( )f x 在点 0x 的某个领域内有定义，当自变量在点 0x 处取得改变量 0x 时，函数

( )f x 取得相应的改变量 )()( 00 xfxxfy   

若 0x 时，
x

y
x 


 0

lim 存在，即
x

xfxxf

x

y
xx 









)()(
limlim 00

00
存在，则称此极限值

为函数 ( )f x 在点 0x 处的导数(或微商)，并称 )(xfy 在点 0x 处可导，记作： )( 0xf  或
0xx

y


 或

0xxdx

dy


或

0xxdx

df


。 

（二）导数的定义也可取如下两种形式 

0 0
0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

( ) ( )
( ) lim

h

x x

f x h f x
f x

h
f x f x

f x





  

 
。

0x-x

 

（三）利用导数定义求导数的步骤 

1.求增量： )()( xfxxfy  ；2.作比值：
x

xfxxf

x

y






 )()(

 

3.求 0x  时,
y

x




的极限,即
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
y f x

x x   

      
 

 

（四）函数在区间 ( , )a b 上可导 

如果函数 ( )y f x 在在区间 ( , )a b 内每一点 x 处均可导，则称函数 ( )y f x  

在区间 ( , )a b 内可导。 

（五）导函数定义 

若函数 ( )y f x 在区间内的每一点都可导，则在该区间内每取一个自变量 x 的值，就可得到

一个唯一对应的导数值，这就构成了一个新的函数，称为原函数 ( )y f x 的导函数，记做

( )
, ( ), ,

dy df x
y f x

dx dx
  。导函数往往简称为导数。用极限表示为： 

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
f x

x x   

     
 

。 

三、导数的几何意义 

函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数 0( )f x ，就是曲线 ( )f x 在点 0 0( , )M x y 处的切线的斜率。 
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若 α表示这个切线与 x 轴正向的夹角，则 '( ) tanf x  。从而 '( ) 0f x  意味着切线与 x 轴正

向的夹角为锐角； '( ) 0f x  意味着切线与 x 轴正向的夹角为钝角； '( ) 0f x  表明切线与 x 轴平行。 

若函数在点 0x 处可导，则曲线 ( )y f x 在点 0 0( , ( ))M x f x 处的切线方程为 

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x    

四、函数在一点的左右导数 

设函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x

 





存在，则称之为 ( )f x 在

点 0x 处的左导数，记作 0' ( )f x ；若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x

 





存在，则称之为 ( )f x 在点 0x 处的

右导数，记作 0' ( )f x 。 

定理: 函数 ( )y f x 在点 0x 处可导的充要条件是左右导数都存在且相等。 

五、可导与连续的关系 

定理 ：若函数在点 0xx  处可导，则函数在点 0xx  处连续。 

注意： 

1.定理的逆命题不成立； 

2.定理的逆否命题一定成立，即若函数在点 0xx  处不连续，则函数在 0xx  处不可导； 

3.可导函数的导数不一定连续。 

第二节 导数的运算法则 

一、函数和、差、积、商求导法则 

设 vu , 都是 x 的可导函数，则有： 

1. vuvu  )(  

2. vuvuuv )(   特别 vccv )(  可推广到有限个 

3.
2

)(
v

vuvu

v

u 
   特别

2
)(

v

vc

v

c 
  

二、复合函数求导法则 

设 )(xu  在点 x 可导， )(ufy 在相应的点u 可导，则复合函数 ))(( xfy  在点 x 可导，且

dx

du

du

dy

dx

dy
 或 )()( xufyx  。 

三、隐函数求导法则 

只要把 y 看作 x 的函数，利用复合函数求导法，将方程 0),( yxF 的两边分别对 x 求导数，然

后解出 xy ，即得隐函数的导数。 

四、取对数求导法 

当所给的两个函数是几个式子的连乘与连除形式时，对等号两端同时取自然对数，然后利用隐



文科高等数学 

 27

函数求导法则即可求得。 

五、分段函数求导 

对于分段函数，其各区间段内导数的求法与一般所讲的导数的求法无异，要特别注意的是分界

点 0xx  处的导数一定要用(左、右)导数的定义求，即 

0

0
0

0

( ) ( )
' ( ) lim

x x

f x f x
f x

x x






  或  0 0

0
0 0

( ) ( )
' ( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x 
 

 
 
 


 

 

六、基本初等函数的求导公式小结 

（一）常量函数求导：  0C   

（二）幂函数求导： )()( 1 Rxx      

（三）指数函数求导： ( ) ln ( 0, 1)x xa a a a a    ,特别 xx ee )(  

（四）对数函数求导：
1

(log ) ( 0, 1)
ln

x
a a a

x a
    ,特别

x
x

1
)(ln   

（五）三角函数求导： 
xx cos)(sin  ；  xx 2sec)(tan  ； xxx tansec)(sec  ； 

xx sin)(cos  ； xx 2csc)(cot  ； xxx cotcsc)(csc   

（六）反三角函数求导： 

2

1
(arcsin ) ( 1 1)

1
x x

x
    


；

2

1
(arccos ) ( 1 1)

1
x x

x
    


； 

2

1
(arctan )

1
x

x
 


； 

2

1
( cot )

1
arc x

x
  


 

七、高阶导数的定义 

一般地，若函数 ( )y f x 的导数 ( )f x 在点 x 处可导，则称 ( )f x 在点 x 处的导数为函数

( )y f x 在点 x 处的二阶导数。记作： )(xf  ， y ，或
2

2

dx

yd
 

类似地，二阶导数 ( )y f x  的导数就称作函数 ( )y f x 的三阶导数，记作： 

)(xf  ， y  ，或
3

3

dx

yd
 

一般地，定义 ( )y f x 的n 阶导数为 ( )y f x 的 1n 阶导数的导数，即 

)()( ),( nn yxf ，或
n

n

dx

yd
 

二阶和二阶以上的导数统称为高阶导数。函数 ( )y f x 的各阶导数在点 0xx  处的数值记

为： )( 0xf  ， )( 0xf  ，…， )( 0
)( xf n

，或
0xx

y


 ，
0xx

y


 ，…，
0

)(

xx

ny


。 

一般地，求高阶导数就是多次接连地求导数。当求n 阶导数时，一般情况下都有规律可循，可

相应地依次求低阶导数，发现规律，得出n 阶导数。 

八、应用 MATLAB 语句求导数（课外自学） 

（一） 转为求变化率的极限 

（二） 直接求函数的导数 
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第三节  函数微分 

一、微分的定义 

（一）问题引例：热胀冷缩原理的数学分析 

（二）微分定义 

设函数 )(xfy 在某区间内有定义， 0x 及 xx 0 在此区间内，若函数的增量

)()( 00 xfxxfy  可表示为 )( xoxAy  。其中 A是不依赖于 x 的常数，则称函

数 )(xfy 在点 0x 是可微的，而 A x 叫做函数 )(xfy 在点 0x 相应于自变量增量 x 的微分，记

作dy，即 xAdy  。 

（三）可微与可导的关系 

若函数 )(xfy 在点 x 处可微，则它在点 x 处一定可导，且 

xxfxAdy  )( ；反之，若 )(xfy 在点 x 处可导，则它在点 x 处也可微。 

自变量的微分就是它的改变量 x ，即 xdx  。则 )(xf
dx

dy  ，故导数又称为微商。 

（四）微分的几何意义 

曲线在一点的切线上的纵坐标的改变量。当 x 很小时，可以用切线段来近似代替曲线段。 

二、微分运算法则 

（一）基本初等函数的微分公式 

1．常量函数微分： ）为常数(C0dC  

2.幂函数微分： )(( 1 Rdxxxd    ）  

3.指数函数微分： ( ) ln ( 0, 1)x xd a a adx a a     特别 dxeed xx )(  

4.对数函数微分：
1

(log ) ( 0, 1)
ln

x
a a a

x a
        特别

x
x

1
)(ln   

5.三角函数微分： 

(sin ) cosd x xdx ；
2(tan ) secd x xdx ； (sec ) sec tand x x xdx ； 

(cos ) sind x xdx  ；
2(cot ) cscd x xdx  ； (csc ) csc cotd x x xdx   

6.反三角函数微分： 

2
1 1

1
(arcsin ) ( )   



dx
d x x

x
；

2
1 1

1
(arccos ) ( )    



dx
d x x

x
； 

21
)(arctan

x

dx
xd


 ；      

21
)cot(

x

dx
xarcd


  

（二）函数和、差、积、商微分运算法则 

设 ,u v 都是 x 的可微函数，则有： 

1. dvduvud  )(  

2. udvvduuvd )( ，特别 cdvcvd )(  可推广到有限个 

3.
2

)(
v

udvvdu

v

u
d


 ，特别

2
)(

v

cdv

v

c
d   

（三）复合函数微分法则 

1.复合函数微分法则 
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设 )(xu  在点 x 可导， )(ufy 在相应的点u 可导，则复合函数 ))(( xfy  在点 x 的微分为

dxxufdxydy x )()(  。 

2.微分形式不变性 

在复合函数的微分法则中，由于 dxxdu )(  ，所以复合函数 ( ( ))y f x 的微分公式也可

写成 duufdy )( ，或 duydy u 。 

由此可见，无论u 是自变量还是中间变量，微分形式 duufdy )( 保持不变。这一性质称

为微分形式不变性。 

三、微分的近似计算 

由微分定义 0( ) ( )y f x x x     ，当 x 很小时， ( )oy f x x dy   ， 

x 越小，近似程度越好。上式还可表示为 0 0 0( ) ( ( )f x x f x f x x    。 

令 0x x x  ，则有 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x x   。 

特别地当 0 0x  时，有 ( ) (0) (0)f x f f x  。 

当 x 很小时,  可以推得下列各式： 

1. 1 1n x
x

n
   ；2. 1xe x  ； 3. ln(1 )x x    ；   4. sin x x  ( x为弧度)； 

5. tan x x ( x为弧度) 

 

思考题： 

（1） 体会导数概念的实质？ 

（2） 构造函数，用各种法则求导。 

（3） 如何利用高阶导数分析函数的性质？ 

（4） 微分方法体现的思想是什么？ 

（5） 如何用微分思想分析问题、解决问题？举例说明。 
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第六讲  导数应用（1）—局部与整体的连接  

本讲知识点： 

微分中值定理  罗彼塔(L’Hospital)法则 

本讲基本要求： 

1．理解罗尔(Rolle)定理和拉格朗日(Lagrange)中值定理，了解柯西(Cauchy)中值定理，掌握这

三个定理的简单应用； 

2．会用罗必达(L’Hospital)法则求极限； 

本讲重点和难点 

重点: 微分中值定理，罗必达(L’Hospital)法则 

难点: 微分中值定理，罗必达(L’Hospital)法则 

学时分配：3 学分 

教学内容： 

第一节  微分中值定理 

一、罗尔(Rolle)定理 

（一）罗尔(Rolle)定理 

若函数 ( )f x 满足如下条件： 1.区间 [ , ]a b 上连续； 2. ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导；

3. ( ) ( )f a f b 。则在 ( , )a b 内至少存在一点，使得 '( ) 0f   。 

注意：定理中三个条件缺一不可。但也不能认为定理条件不全具备，就一定不存在属于 ( , )a b  

的 ，使得 '( ) 0f   。 

（二）几何意义 

在每点都有切线的一段曲线上，若两端点的高度相同，则在此曲线上至少存在一条水平切线。 

二、拉格朗日(Lagrange)中值定理 

（一）拉格朗日(Lagrange)中值定理 

若函数 ( )f x 满足如下条件：1.区间[ , ]a b 上连续；2. ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导； 

则在 ( , )a b 内至少存在一点，使得
( ) ( )

'( )
f b f a

f
b a

 



。 

（二）几何意义 

如果曲线弧AB 是连续的，除端点外处处具有不垂直于 x 轴的切线，则在曲线弧AB 上至少有

一点 C，在该点处曲线的切线平行于弦 AB。 

（三）几种变形 

( ) ( ) '( )( ),f b f a f b a a b       

( ) ( ) '[ ( )]( ),0 1f b f a f a b a b a         

( ) ( ) '( ) ,0 1,f a h f a f a h h b a h          

（四）推论 

推论 1．若函数 ( )f x 在区间 I 上可导，且 '( ) 0f x  ，则 ( )f x 为 I 上的一个常量函数。 

推论 2: 若函数 ( )f x )和 ( )g x 在区间 ( , )a b 内可导，并且 '( ) '( )f x g x ，则在 ( , )a b 内
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( ) ( )f x g x C  （C 为常数） 

（三）柯西(Cauchy)中值定理（课外自学） 

若函数 ( )f x 和 ( )g x 满足如下条件：（1） ( )f x 和 ( )g x 在闭区间[ , ]a b 上连续；（2） ( )f x 和

( )g x 在开区间 ( , )a b 内可导；（3） '( )f x 与 '( )g x 在 ( , )a b 内不同时为零；（4） ( )g a ≠ ( )g b 。则

在 ( , )a b 内至少存在一点，使得
'( ) ( ) ( )

'( ) ( ) ( )

f f b f a

g g b g a








。 

第二节  洛必达法则 

一、
0

0
型不定式极限的洛必达法则 

定理：若函数 ( )f x )和 ( )g x 在点 0x 的某一邻域（点 0x 可以除外）内有定义，且满足条件： 

1．
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
 

   

2． ( )f x )和 ( )g x 在 0x 的某空心邻域内可导，且   0g x  ； 

3．
0

'( )
lim ( , , )

'( )x x

f x
A A R

g x
   或  

则
0 0

( ) '( )
lim lim

( ) '( )x x x x

f x f x
A

g x g x 
   

二、



型不定式极限的洛必达法则 

定理: 若函数 ( )f x )和 ( )g x 在点 0x 的某一邻域（点 0x 可以除外）内有定义，且满足条件： 

（1）
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

    

（2） ( )f x )和 ( )g x 在 0x 的某空心邻域内可导，且   0g x  ； 

（3）
0

'( )
lim ( , , )

'( )x x

f x
A A R

g x
   或  

则
0 0

( ) '( )
lim lim

( ) '( )x x x x

f x f x
A

g x g x 
   

注：（1）若
0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
仍为

0

0
或




型可继续对此极限式应用洛必达法则，由此 

类推可多次连续使用此法则。 

0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
=

0

"( )
lim

"( )x x

f x

g x
=……=

0

( )

( )

( )
lim

( )

n

nx x

f x

g x
=…… 

（2）求导过程中要注意化简，也可使用其它求极限的方法，如等价无穷小代换等。 

(3)当
0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
不存在时（不是），洛必达法则失效，

0

( )
lim

( )x x

f x

g x
仍可能存在。 

三、其他未定式的极限 

洛必达法则解决



、
0

0
型未定式的极限问题，针对 0 、  、 1 、 00 、 0 等型的未定
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式的极限问题，可经过适当的转换，将它们化为
0

0
或



型未定式，然后利用洛必达法则求极限。 

1. 



1

0 或
0

1
00   

2. 
00

00

0

1

0

1




  

3. 

0

0

0

1



 

 取对数

0 ln0

ln1

0 ln



  

 0  

 

思考题： 

（1） 如何理解中值定理的含义、作用； 

（2） 用洛必达法则求未定式极限。 
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第七讲  导数应用（2）—函数性态分析，边际分析、弹性分析 

本讲知识点： 

函数的单调性，函数的极值，函数图形的凹向性，拐点，渐近线，函数图形的描绘，函数的最

大值与最小值，边际函数，弹性函数 

本讲基本要求： 

1．掌握函数单调性的判别方法及简单应用，掌握函数极值、最大值和最小值的求法）； 

2．会用导数判断函数图形的凹向，会求函数图形的拐点和渐近线； 

3．握函数作图的基本步骤和方法,会做简单函数的图形； 

4．了解导数的经济意义（边际和弹性的概念）。 

本讲重点和难点： 

重点:函数图形的描绘，函数的最大值与最小值 

难点: 函数图形的描绘， 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  函数性态分析 

一、函数单调性与极值问题 

（一）函数单调性判断 

定理：设函数 )(xf 在区间 ba, 内可导，那么 

如果 ( , )x a b 时恒有 '( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 内单调增加； 

如果 ( , )x a b 时恒有 '( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 内单调减少； 

注意： 如果在区间 ba, 内 '( ) 0f x  （或 '( ) 0f x  ），但等号只在个别点处成立，则函数 )(xf
在 ba, 内仍是单调增加（或单调减少）的。 

（二）函数极值 

1．函数极值定义 

设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，如果对该邻域内一切异于 0x 的 x，恒有 0( ) ( )f x f x ，

则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的一个极大值，点 0x 称为函数 )(xf 的极大值点；如果对该邻域内一切异

于 0x 的 x ，恒有 0( ) ( )f x f x ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的一个极小值，点 0x 称为函数 )(xf 的极

小值点。极值是曲线增减的局部转折点。 

2．函数极值存在的必要条件 

定理：设函数 )(xf 在点 0x 处具有导数，且 0x 是极值点，则必有 0'( ) 0f x  。 

说明：此命题的逆命题不一定成立,极值点还有可能是导数不存在的点。所以，函数的极值点

必是函数的驻点或导数不存在的点，反之不成立。 

3．判定极值的充分条件 

定理（第一充分条件） 

设函数 )(xf 在 0x 的某邻域 ）（   00 , xx 内连续且可导（在点 0x 处导数可以不存在） 

（1）如果当 0 0( , )x x x  时， 0'( ) 0f x  ，而当 0 0( , )x x x   时， 0'( ) 0f x  ，则函数 )(xf
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在点 0x 处取极大值 )( 0xf ； 

（2）如果当 0 0( , )x x x  时， 0'( ) 0f x  ，而当 0 0( , )x x x   时， 0'( ) 0f x  ，则函数 )(xf

在点 0x 处取极小值 )( 0xf ； 

（3）如果当 0( )ox U x 时， 0'( )f x 不变号，则 )(xf 在 0x 处无极值。 

定理（第二充分条件） 

设函数 )(xf 在点 0x 处具有二阶导数，且 0'( ) 0f x  , 0''( ) 0f x  ，那么 

（1）若 0''( ) 0f x  ，则 0x 是函数的极小值点；（2）若 0''( ) 0f x  ，则 0x 是函数的极大值点。 

（三）函数最值 

由连续函数在闭区间上的性质可知，若函数在闭区间上连续，则该函数在此区间上一定存在最

大值和最小值。这给出了函数在闭区间上存在最大（小）值的充分条件。闭区间上求最值的方法： 

1．求出函数在闭区间上所有驻点和不可导点，设其为有限个，得到可能极值点 nxxx ,,, 21  ； 

2．计算出函数值 )(,),(),( 21 nxfxfxf  以及 )(af ， )(bf ； 

3．比较 2 中所有函数值的大小，其中最大者即为最大值，最小者即为最小值。 

注意：（1）闭区间上单调函数最值为其端点处函数值； 

（2）如果函数在开区间上有且仅有一个极大值，而没有极小值，则此极大值为函数的最大值，

极小值亦然； 

二、曲线的凹向与拐点 

（一）曲线凹向的定义 

若曲线 )(xf 在区间 ba, 内曲线段总位于其上任一点处切线的上方，则称曲线在 ba, 内是凹

的（上凹）；若曲线总位于其上任一点处切线的下方，则称曲线在 ba, 内是凸的（下凹） 

（二）曲线凹向的判定定理 

定理：设 )(xf 在 ba, 上连续，在 ba, 内具有一阶和二阶导数，则有 

（1）若在 ba, 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 上的图形是凹的（） 

（2）若在 ba, 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 上的图形是凸的（） 

（三）拐点及其求法 

1.拐点定义：凹弧与凸弧的分界点 )( 00 xfx ，（ 称为拐点。 

注意：拐点是 0)( ＝xf  的点或 )(xf  不存在的点，反之不成立。 

2.求曲线凹向与拐点的步骤 
（1）求定义域 

（2）求 )(xf  （写成乘积形式）。 

（3）求 0)( ＝xf  的点和 )(xf  不存在的点。 

（4）用上述点将定义域分成若干小区间，考查每个小区间上 )(xf  的符号，并判断凹凸性。 

（5）若 )(xf  在点 0x 两侧异号，则 )( 00 xfx ，（ 是拐点，否则不是。 

第二节  函数图形的作法 

一、曲线渐近线 

定义：若曲线C 上的动点P 沿着曲线无限地远离原点时，点P 与某一固定直线L 的距离趋于

零，则称直线L为曲线C 的渐近线。 
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（一）水平渐近线：若 bxf
x




)(lim ，或 bxf
x




)(lim ， bxf
x




)(lim 成立，则称直线 by  为

曲线 )(xfy  的水平渐近线。 

（二）垂直渐近线：若 


)(lim
0

xf
xx 或




)(lim
0

xf
xx ＋ , 


)(lim

0

xf
xx － 成立，则称直线 0xx   

为曲线 )(xfy  垂直渐近线 

（三）斜渐近线：若  lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   成立，则称 baxy  为曲线 )(xfy  斜渐近

线。其中：
( )

lim ; lim( ( ) )
x x

f x
a b f x ax

x 
    

二、曲线做图的一般作法 

步骤： 

1．求函数的定义域,值域,考察奇偶性，周期性 

2．确定函数的单调区间，极值点,凹凸区间及拐点 

3．考察曲线的渐近线 

4．画出坐标轴，标出特殊点（极值点、拐点、及与坐标轴的交点等）的位置，画出渐近线 

5．据讨论结果逐段描绘函数图象。 

第三节  导数在经济学中的应用 

一、边际函数（边际分析）——函数的绝对变化 

（一）边际函数的概念 

1.边际函数定义 

称 0 0( ) ( )f x x f xy

x x

  


 
为 ( )f x 在 0 0( , )x x x  内的平均变化率（平均变化速度）。 

称 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x   

  


 
为 ( )f x 在点 0x x 处的边际函数值（变化速度）。 

设函数 ( )y f x 可导，导函数 )(xf  也称为边际函数。 

2.边际的含义 

( )f x 在 0x x 处，当 x 产生一个单位的改变时， y 近似改变 0'( )f x 个单位。 

0 0 00 0
1 1 1

| | '( ) | '( )x x x x x x
x dx dx

y dy f x dx f x  
   

     

（二）经济学中常见的边际函数 

1.边际成本函数： 

总成本的变化率 '( )C Q ，称为边际成本。表示当已生产了Q 个单位产品时，再增加一个单位

产品时总成本增加的数量。 

2.边际收益函数： 

总收益的变化率 '( )R Q ，称为边际收益。表示销售Q 个单位产品后，再销售一个单位的产品所

增加的收益。 

3.边际利润函数： 

利润函数为 ( ) ( ) ( )L Q R Q C Q  ； 

利润函数的变化率 '( )L Q ，称为边际利润 '( ) '( ) '( )L Q R Q C Q  。表示若已经生产了Q 个单位

的产品，再多生产一个单位的产品总利润的增加量。 

（三）利润极大化原则 
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( )L Q 取得最大值的必要条件： '( ) 0L Q  ； ( )L Q 取得最大值的充分条件： ''( ) 0L Q  。 

二、函数的弹性（弹性分析）——函数的相对变化率 

（一）弹性函数的概念 

设函数 ( )f x 在点 0x x 处可导，函数的相对改变量
0 0

0 0

( ) ( )

( )

f x x f xy

y f x

  
 ，与自变量的相对

改变量
0

x

x


之比

0

0

/

/

y y

x x




，称为函数 ( )f x 从 0x x 到 0x x x   两点间的相对变化率，或称两点

间的弹性。当 0x  时，
0

0

/

/

y y

x x




的极限称为 )(xf 在 0x x 处的相对变化率，也就是相对导数，

或称弹性。即
0 0

/
lim lim ( ) '( )

/ ( )x x

Ey y y y x x
f x

Ex x x x y f x   

 
    

 
。 

0( )
E

f x
Ex

表示在点 0x 处的弹性，说明当 x 在点 0x 处改变 1%时， )(xf 近似地改变

0( )
E

f x
Ex

%。 

（二）需求弹性与供给弹性 

1.需求价格弹性 

某商品需求函数 ( )Q f P 在 0P P 处可导，
0

0

PQ

P Q


 
 成为该商品在 0P P 与 

0P P P   两点间的需求弹性。记作：
0

0 0
0

( , )
PQ

P P P
P Q

 
    

 。 

称
0 0

0
0

0 0

/
lim ( ) '( )

/ ( )P

Q Q P
f P

P P f P 


  
 为该商品在 0P P 处的需求弹性。记作： 

0

0
0 0

0

| ( ) '( )
( )P P

P
P f P

f P
      

2.供给价格弹性 

设某商品的供给函数 ( )Q P 在点 0P 处可导，称
0

0 0
0

( , )
PQ

P P P
P Q

 
   


为该商品在 0P 和

0P P  两点间的供给弹性；称
0

0
0 0

0

| ( ) '( )
( )P P

P
P P

P
  

   为在 0P 处的供给弹性。 

 

思考题： 

（1） 如何利用导数方法分析函数的性质？ 

（2） 如何利用导数方法对经济活动中的最值问题，边际和弹性等问题进行分析？ 

（3） 构建函数画图（包含函数的各种性质）。 
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第八讲  不定积分—微分的逆运算问题，逆向思维的培养 

本讲知识点： 

原函数和不定积分的概念，不定积分的基本性质，基本积分公式，不定积分的换元法和分部积

分法 

本讲基本要求： 

1．理解原函数与不定积分的概念，掌握不定积分的基本性质； 

2．掌握基本积分公式； 

3．掌握不定积分的换元积分法和分部积分法； 

本讲重点和难点： 

重点: 不定积分的概念，基本性质和基本积分公式，不定积分的换元法和分部积分法 

难点: 不定积分的换元法和分部积分法 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  不定积分的概念 

一、原函数的概念 

（一）原函数定义：设 ( )f x 是定义在某区间上的已知函数，如果存在一个函数 ( )F x ，对于该

区间上每一点满足： '( ) ( )F x f x 或者 ( ) ( )dF x f x dx .就称 ( )F x 为 ( )f x 的一个原函数。 

（二）研究原函数必须解决以下两个重要问题： 

1.在什么条件下，一个函数的原函数存在？如果存在是否只有一个？ 

2.若已知某函数的原函数存在，又怎样把它求出来？ 

（三）原函数存在定理： 

1.若函数 ( )f x 在区间上连续，则 ( )f x 在该区间上存在原函数 ( )F x 。 

2.设 ( )F x 是 ( )f x 在某区间上的一个原函数，则 

（1） ( )F x C 也是 ( )f x 的原函数，其中C是任意常数； 

（2） ( )f x 的任意两个原函数之间只可能相差一个常数。 

二、不定积分的定义 

设函数 ( )F x 是 ( )f x 在区间上的一个原函数，则 ( )f x 的所有的原函数称为 ( )f x 的不定积分。

记作： ( )f x dx 。即 ( ) ( )f x dx F x C  。其中  为积分号， )(xf 为被积函数， ( )f x dx 为

被积表达式， x 为积分变量。 

三、不定积分的几何意义 

若 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则称 ( )y F x 的图像为 ( )f x 的一条积分曲线。于是，函数 )(xf
的不定积分在几何上表示 ( )f x 的某一条积分曲线沿纵轴方向任意平移所得一切积分曲线组成的曲

线族。 

显然，若在每一条积分曲线上横坐标相同的点处作切线，则这些切线是平行的。任意两条积分

曲线的纵坐标之间相差一个常数。 
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四、不定积分的性质 

（一）不定积分与微分（或导数）互逆 

1．[ ( ) ] ' ( )f x dx f x  或者 ( ) ( )d f x dx f x dx  

2. ('( ) )F x dx F x C    或者  ( ) ( )dF x F x C   

（二）和差函数的不定积分等于不定积分的和差。即 

[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

（三）常数可以提到积分符号外面。即 

( ) ( ) ( 0 )kf x dx k f x dx k   ，为常数  

五、基本积分公式 

由基本初等函数求导公式可以相应地得到如下基本积分公式： 

（一） dx x c   

（二） !1
( 1)

1
x dx x c  


   

  

（三）
1

ln | |dx x c
x

   

（四）
1

( 0, 1)
ln

x xa dx a c a a
a

     

（五）
x xe dx e c   

（六） sin cosxdx x c    

（七） cos sinxdx x c   

（八）
21

sec tan
cos

dx dx x c
x

     

（九）
2

2

1
csc cot

sin
dx xdx x c

x
      

（十） sec tan secx xdx x c   

（十一） csc cot cscx xdx x c    

（十二） 2

1
arctan

1
dx x c

x
 

  

（十三）
2

1
arcsin

1
dx x c

x
 


  

说明：基本积分公式是以 x 为积分变量的，将基本公式中所有 x 换成其它字母亦成立。 

第二节  换元法——不定积分的计算方法（1） 

一、第一类换元法（凑微分法） 

（一）定理：设 ( )f u 的原函数为 ( )F u ， ( )u x 可导，则 ( ( ))F x 是 [ ( )] '( )f x x  的
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原函数，即  [ ( )] '( ) ( ) ( ) [ ( )]f x x dx u x f u du F u c F x c          

这种将 [ ( )] '( )f x x dx  利用中间变量u 化为 ( )f u du 。则可直接（或稍微变形就可）应用

基本积分公式求得结果，再将u 还原成 ( )x 的积分法，称为第一类换元积分法，也叫凑微分法。 

说明：使用第一换元积分法的关键是设法把被积表达式 ( )f x dx 凑成 [ ( )] '( )f x x dx  的形

式，以便选取变换 ( )u x ，化为易于积分的 ( )f u du ，最终不要忘记把新引入的变元u还原成

起初的变元 x。 

（二）第一换元积分法的基本步骤 

1.先把被积函数 ( )f x “凑”成 [ ( )] '( )g x x  的形式； 

2.令 ( )u x ，则 '( )du x dx ，于是有 

( ) [ ( )] '( ) ( ) [ ( )]f x dx g x x dx g u du F x C         

3.利用积分表达式求出 ( ) ( )g u du F u C   

4.将 ( )u x 带回原变量 x，即 ( ) ( ) [ ( )]f x dx g u du F x C     

二、第二换元积分法 

（一）定理：设函数 ( )x t 连续， '( )t 存在且连续，其反函数
1( )t x 存在且可导，若

[ ( )] '( ) ( )f t t dt F t C    ，则 

1( ) [ ( )] '( ) ( ) [ ( )]f x dx f t t dt F t C F x C         。 

（二）三角换元法 

利用三角函数换元，变根式积分为三角有理式积分 

被积函数 ( )f x 含根式 所作代换 

2 2a x  
sinx a t  

2 2a x  
tanx a t  

2 2x a  
secx a t  

第三节  分部积分法——不定积分的计算方法（2） 

一、分部积分法 

定理：若 ( )u x 与 ( )v x 可导，且不定积分 '( ) ( )u x v x dx 存在，则 ( ) '( )u x v x dx 也存在，并有

( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x dx    

或：   udv uv vdu    

此定理的关键问题在于如何把被积函数分成两部分，如何选取u 与dv。 

选取原则：1.积分容易者dv，或是由 '( )v x 容易求 ( )v x ； 

2.求导简单者选为u。在两者不可兼得的情况下，首先保证前者。 

3.不定积分 vdu 要比原不定积分 udv 容易求。 
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二、用 MATLAB 求不定积分（课外自学） 

（一） int(‘F’,‘s’)：符号表达式 F 对自变量 s 求不定积分； 

（二） int(‘F’)：符号表达式 F 对默认自变量 x 求不定积分； 

 

思考题： 

（1） 如何利用微分与积分的互逆性得到函数的不定积分？ 

（2） 三种求不定积分的方法（凑法、换法、分部法）体现了什么数学思想？ 
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第九讲  定积分—求总量问题  

本讲知识点： 

定积分的概念和基本性质，定积分中值定理，变上限积分函数及其导数，牛顿-莱布尼兹公式，

定积分的换元法与分部积分法，定积分的应用，反常积分 

本讲基本要求: 

1.了解定积分的概念和几何意义；知道定积分的基本性质和积分中值定理。 

2.理解变上限定积分定义的函数并会求它的导数； 

3.熟练运用牛顿一莱布尼兹公式计算定积分。 

4.熟练掌握定积分的换元法和分部积分法。 

5.会利用定积分求平面图形的面积和旋转体的体积；会利用定积分求解简单的经济应用问题。 

6.了解反常积分的概念，会计算反常积分。 

本讲重点和难点： 

重点：定积分的计算，平面图形的面积和旋转体的体积的计算。 

难点：变上限积分函数，定积分与不定积分的关系。 

学时分配：3 课时 

教学内容： 

第一节  定积分的概念 

一、定积分的概念引入 

（一）曲边梯形的概念 

在直角坐标系中，由连续曲线 )(xfy 与直线 0,,  ybxax 所围成的图形称为曲边梯形。

其中，在 x 轴上的线段称为曲边梯形的底边，曲线段称为曲边梯形的曲边。任意曲线围成的平面图

形的面积，在适当选择坐标系后，往往可以化为两个曲边梯形面积的差。 

（二）曲边梯形的面积计算方法 
1.分割：任取分点

0 1 2 1 1i i n na x x x x x x x b            把曲边梯形的底

],[ ba 分成n 个小区间： ],[ 10 xx ， ],[ 21 xx ，…， ],[ 1 ii xx  ，…， ],[ 1 nn xx  。小区间 ],[ 1 ii xx  的长

度记为 1 iii xxx   ni ,,2,1  。过各分点作垂直于 x 轴的直线，把整个曲边梯形分成n
个小曲边梯形，其中第 i 个小曲边梯形的面积为 ),,2,1( niAi  。 

2.求和：在第 i 个小曲边梯形的底 ii xx ,1 上任取一点 )( 1 iiii xx   它所对应的函数

值时 )( if  ，用相应的宽为 ix ，长为 )( if  的小矩形面积来近似代替这个小曲边梯形的面积，即：

   nixfA iii ,2,1  ，把n 个小矩形面积相加得和式它就是曲边梯形面积 A的近似

值，即  



n

i
ii xfA

1

 。 

3.求极限：分割越细，   ii xf  就越接近于曲边梯形的面积 A，当最大的小区间长度趋近于

零，即  0( max )i
i

x    时，和式  
1

n

i i
i

A f x


  的极限就是 A，故 
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1

n

i i
i

A f x


  。 

可见，曲边梯形的面积是一个和式的极限。将这种解决问题的方法一般化，即得到定积分的定

义。 

说明： 

（1） 微元法——用矩形面积近似取代曲边梯形面积 

（2） 以直代取的一般描述 

二、定积分的定义 

（一）定义 

如果函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上有定义，用点 bxxxxa nn  110  ，将区间 ],[ ba 分

成 n 个小区间  ii xx ,1  ni ,,2,1  ，其长度为 1 iii xxx ，在每个小区间上任取一点

 iiii xx   1 ，则乘积    nixf ii ,2,1 称为积分元素。总和  



n

i
ii xfS

1

 称为积分

和。如果当n 无限增大，而 ix 中最大者   i
i

xxx  max0 时，总和S 的极限存在，且此极

限与 ],[ ba 的分法以及 i 的取法无关。则称函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上是可积的，并将此极限值称为

函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上的定积分，记为  
b

a
dxxf 。即     i

n

i
i

x

b

a
xfdxxf  


1

0
lim  。其中 )(xf 称

为被积函数， dxxf )( 称为被积表达式， x 称为积分变量， ],[ ba 称为积分区间，a 称为积分下限，

b称为积分上限。 

注意： 

定积分表示一个数，它只取决于被积函数与积分上，下限，而与积分变量用什么字母无关。例

如：    dttfdxxf
b

a

b

a    

（二）规定 

1.在定积分中，如果a b ，规定    dxxfdxxf
b

a

a

b    

2.在定积分中，如果 ba  ，规定   0
a

a
dxxf  

（三）定积分的几何意义 

1.当   0xf 时，   Adxxf
a

a
 ； 

2.当   0xf 时，   Adxxf
a

a
  

三、定积分的性质 

设函数    xgxf , 均为 ],[ ba 上的可积函数，则有下列性质： 

（一）常数因子可以提到积分号前,即     
b

a

a

a
dxxfkdxxkf   ( k 是常数) 

（二）代数和的积分等于积分的代数和,即 
b

a
dxxgxf )]()([ 

b

a
dxxf )( 

b

a
dxxg )( 。 

（三）定积分的可加性 

如果积分区间 ],[ ba 被点 c 分成两个小区间 ],[ ca , ],[ bc 则 

      
b

c

c

a

a

a
dxxfdxxfdxxf  
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（四）如果被积函数   1xf ,则有 abdx
b

a
  

（五）比较性质：如果函数    xgxf , 在区间 ( , )a b 上满足    xgxf  ,则有 

   dxxgdxxf
b

a

b

a    

（六）估值性质：如果函数  xf 在区间 ( , )a b 上的最大值与最小值分别为 ,M m ,则 

     abMdxxfabm
b

a
   

（七）积分中值定理: 

设  xf 在区间[ , ]a b 上连续，则在区间[ , ]a b  上，至少存在一点 ，使得 

     baabfdxxf
b

a
   

由定积分的几何意义理解定积分中值定理更直观，以连续曲线 ( )f x （ , ( ) 0a x b f x   ）

为曲边的曲边梯形面积，一定等于以 ( )f  为高，b a 为底的一个特殊矩形的面积。 

第二节  牛顿莱布尼兹公式——定积分的计算 

一、变上限积分函数的定义 

设函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续， ],[ bax ，则  
x

a
dxxf 存在。在  

x

a
dxxf 式子中的 x 既是积分

变量，又是积分上限，为避免混淆，把积分变量改为 t ,则积分写为  
x

a
dxxf 。 

由于积分下限为定数a ，上限 x 在区间 ],[ ba 上变化，故  
x

a
dxxf 的值随 x 的变化而变化，也

就是说  
x

a
dxxf 是变量 x 的函数，称  

x

a
dxxf 为变上限积分函数。记作 

 
x

a
dxxfxF )( , ],[ bax  

二、原函数存在定理 

（一）变上限积分函数的可导性 

设 ( )f x 在区间 ],[ ba 上连续，则函数    
x

a
dxxfxF 在 ],[ ba 上可导，且其导数就是 ( )f x ，

即      xfdttf
dx

d
xF

dx

d x

a
  。 

本定理把导数和定积分这两个表面上看似不相干的概念联系了起来，它表明：在某区间上连续

的函数 )(xf ，其变上限积分  
x

a
dxxf 是 )(xf 的一个原函数。 

（二）原函数存在定理 

若函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，则在该区间上 )(xf 的原函数必存在。 

（三）牛顿—莱布尼兹公式 

设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上边续，且 ( )F x 是它在该区间上的一个原函数，则有 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a   

此公式称为牛顿—莱布尼兹公式。 

公式表明： 
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1．定积分的计算不必用和式的极限，而是利用不定积分来计算。 

2．只要我们求出 ( )f x 的一个原函数 ( )F x ，在区间两端点处的函数值差 ( ) ( )F b F a ，就是

 
x

a
dxxf 的值。 

三、定积分的计算 

（一）换元法 

设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，变换 ( )x t 满足： 

1. ( ) , ( )a b                2.在区间[ , ]( [ , ])   或 上， ( )t 单调且有连续的导数。 

则有 '( ) [ ( )] ( )
b

a
f x dx f t t dt




    

（二）两类特殊的定积分 

1.对称区间上的定积分 

设 )(xf 在关于原点对称的区间 ],[ aa ,上可积，则 

（1）当 )(xf 为奇函数时， ( ) 0;
a

a
f x dx


  

（2） 当 )(xf 为偶函数时，
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx


   

2.周期函数的定积分 

设 )(xf 是以T 为周期的周期函数，且可积，则对任意实数a ，有
0

( ) ( )
a T T

a
f x dx f x dx


   

（三）定积分的分部积分公式 

设 )(xu 和 )(xv 在区间 ],[ ba 上有连续的导数，则 

[ ] ,
b bb

aa a
udv uv vdu    或    

b

a

b
a

b

a
dxuvuvdxvu  

上述公式称为定积分的分部积分公式。 

（四）用 MATLAB 求定积分（补充自学） 

1.int(‘F’,‘s’, a,b))：符号表达式 F 对自变量 s 从 a 到 b 的定积分； 

2.int(‘F’,a,b)：符号表达式 F 对默认自变量 x 从 a 到 b 的定积分； 

第三节  广义积分——极限方法的应用（课外自学） 

一、无限区间上的广义积分 

（一） ],[ a 上的广义积分 

设函数 )(xf 在区间 ],[ a 内连续，对于任意给定的 t a ，积分 
t

a
dxxf )( 都存在，它是 t 的

函数，如果极限  dxxf
t

at 
lim 存在，则称此极限值为函数 )(xf 在无限区间 ],[ a 上的广义积分，

记为 


a
dxxf )( 。即    dxxfdxxf

t

ata  


 lim  

说明： 

若  dxxf
t

at 
lim 存在，也称  

＋

a
dxxf 收敛；若  dxxf

t

at 
lim 不存在，也称  

＋

a
dxxf 发散 

（二） ( , ]b 上的广义积分 
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如果 )(xf 在 ]b，（－ 上连续，则    dxxfdxxf
b

tt

b

 
 lim 。若  dxxf

b

tt 
lim 存在，则称

  

b
dxxf 收敛；若  dxxf

b

tt 
lim 不存在，则称   

b
dxxf 发散。 

（三） ),(  上的广义积分 

如果 ( )f x 在 ( , )  上连续，则   


 




0

0
)()()( dxxfdxxfdxxf ， 

当   

0
dxxf 与  

＋

0
dxxf 均收敛时，  





＋
dxxf 收敛； 

当   

0
dxxf 与  

＋

0
dxxf 有一个发散时，  





＋
dxxf 发散。 

（四）无穷区间上的牛顿-莱布尼兹公式 

设 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则 )()()( aFxFdttf
x

a
 。记作： 

       xFFxFF
xx 

 lim,lim ，于是有： 


 aa

xFaFFdxxf )()()()(  

bb
xFFbFdxxf


 )()()()(  








 )()()()( xFFFdxxf  

注意： )( ＋F 和 )( －F 是极限，广义积分是否收敛，取决于这些极限是否存在。 

二、无界函数的积分 

（一）函数 )(xf 在 bx  处无界 

设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续,当   


xf
bx

lim ，如果极限  

t

abt
dxxflim 存在，则称该

极限为函数 )(xf 在区间 ],[ ba  上的反常积分（或瑕积分）, bx  是函数 )(xf 的瑕点。记作


b

a
dxxf )( ，即  


t

abt

b

a
dxxfdxxf )(lim)( 。 

说明： 

若 

t

abt
dxxf )(lim 存在，称 

b

a
dxxf )( 收敛；若 

t

abt
dxxf )(lim 不存在，称 

b

a
dxxf )( 发散。 

（二）函数 )(xf 在 ax  处无界 

若 )(xf 在 ],[ ba 上连续，而   


xf
ax

lim ，则     


b

tat

b

a
dxxfdxxf lim  ； 

说明： 

若  

b

tat
dxxflim 存在,  则  

x

a
dxxf 收敛；  

b

tat
dxxflim 不存在, 则  

x

a
dxxf 发散。 

（三）函数 )(xf 在区间内一点c 处无界 

若 )(xf 在 ],[ ca 及 ],[ bc 上连续，而   


xf
cx

lim ，且广义积分 
c

a
dxxf )( 与 

b

c
dxxf )( 都收

敛，则广义积分 
b

a
dxxf )(  

c

a
dxxf )( 

b

c
dxxf )( 。 

如果 
c

a
dxxf )( 及  

b

c
dxxf 至少有一个发散，则称广义积分  

b

a
dxxf 发散。 

注意：无界函数的广义积分，在形式上与定积分没有区别，计算时注意对它的识别。 
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第四节  定积分的应用 

一、曲边梯形的面积计算 

（一） x型平面图形 

若由 ( )( ( ) 0), , 0y f x f x x a x b y    及 围成平面图形称为 x —型平面图形。其面积元素

 dA f x dx ，，则 x 型平面图形的面积为  dxxfA
b

a 。 

由曲线        1 2 1 2, ( )y f x y f x f x f x   及直线 ,x a x b  围成的平面图形，其面积元

素为     dxxfxfA 12  ，于是      
b

a
dxxfxfA 12  

（二） y —型平面图形 

设由曲线  yx  及直线 ,y c y d  围成的平面图形，称为 y —型平面图形，其面积元素

为  dyydA  ，则 y —型平面图形的面积为  dyyA
d

c  。 

由曲线    1 2,x y x y   及直线 ,y c y d  围成的平面图形，其面积元素为 

   2 1dA y y dy     ，于是    2 1

d

c
A y y dy      

二、旋转体的体积计算 

（一）绕 x 轴旋转的旋转体的体积计算 

由连续曲线 ( )y f x 与直线 , ,x a x b x  轴围成的曲边梯形，绕 x 轴旋转一周而成的旋转

体体积为
2 ( )

b

a
V f x dx  。 

（二）绕 y 轴旋转的旋转体的体积计算 

由曲线 ( )x y ,直线 , ,y c y d y  轴所围成的曲边梯形绕 y 轴旋转一周而成的旋转体的

体积为  2d

c
V y dy   

三、已知平行截面面积的立体的体积 

设一物体被垂直于某直线的平面所截的平面面积可求，则该物体可用微元法求体积. 

不妨设上述直线为 x轴，则在 x处的截面积 ( )A x 是 x的已知连续函数，求该物体介于 x a 和

x b （a b ）之间的体积。在[ , ]x x dx 上视 ( )A x 不变，即把[ , ]x x dx 上的立体薄片近似

看作 ( )A x 为底，dx为高的柱体，得:  dV A x dx ，于是  
b

a
V A x dx  。 

思考题： 

（1） 如何利用极限思想解决实际中的总量问题？ 

（2） 不定积分和定积分之间的关系是如何建立的？ 

（3） 牛顿莱布尼兹公式体现的数学美是什么？ 

（4） 如何理解原函数的作用？ 

（5） 如何判断广义积分的收敛和发散，若收敛，如何求其值？ 
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第十讲  概率初步(1)——偶然中蕴含必然，直观判断与理性分析 

本讲知识点： 

样本空间，随机事件关系及运算，频率，概率的统计定义，古典概率，几何概型，概率的公理

化定义，概率的性质，概率加法公式 

本讲基本要求： 

1．了解样本空间的概念，理解随机事件的概念，熟练掌握事件之间的关系和运算； 

2．了解概率的定义(古典概率、几何概率、统计定义和概率的公理化定义)； 

3．掌握古典概率计算方法；会利用几何概型计算概率； 

4．会利用概率性质进行概率计算； 

本讲重点与难点： 

重点：随机事件的关系及运算、古典概率、几何概率、概率的性质、概率加法公式 

难点：随机事件的关系及运算、古典概率 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  概率问题概述 

一、各行业中的概率问题 

（一） 概率（probability）的直观含义 

（二） 天气预报 

（三） 保险精算 

（四） 服务行业 

（五） 自然灾害 

二、概率统计的发展历史 

（一） 描述统计 

（二） 推断统计 

三、有趣的概率问题 

（一） 分赌本问题 

（二） 生死签问题 

（三） 密码破译问题 

（四） 圆周率问题 

第二节  随机事件的关系及其运算 

一、随机事件的关系 

（一） 事件的包含： 
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如果事件 A发生必然导致事件 B 发生，即属于 A 的每一个基本事件也都属于 B ，就称 B 包含

A ，或称 A 包含于 B 。记作 B A 或 A B 。 

（二） 事件的相等 

若 B A ，且 A B ，则称 A 与 B 相等。记作 B A 。 

（三） 事件的并（和） 

两个事件 A 、B 至少有一个发生，即“ A 或 B ”，称为 A 与 B 的并（和）。记作 A B 或 A B 。

类似的， 1 2, , , nA A A 中至少有一个发生，称为 1 2, , , nA A A 的并（和）。记作
1

n

k
k

A

 （或

1

n

k
k

A

 ）。 

（四） 事件的交（积） 

两个事件 A与 B 同时发生，即“ A且 B ”，称为 A与 B 的交（积）。记作 A B 或 A B 。 

类似的， 1 2, , , nA A A 同时发生，称为 1 2, , , nA A A 的交（积）。记作
1

n

k
k

A

 （或

1

n

k
k

A

 ）。 

（五） 事件的差 

如果事件 A 发生而事件 B 不发生，称为 A 与 B 的差。记作 A B 。 

（六） 互不相容事件 

如果事件 A与事件 B 不能同时发生，即 AB  ，则称 A与 B 互不相容（或互斥）。 

（七） 对立事件 

如果事件 A 与事件 B 有且仅有一个发生，即 A B  且 AB  ，则称 A 是 B 的对立事件，

或 B 是 A的对立事件。 A的对立事件记作 A，有 A B 。 

（八） 完备事件组 

如果一组事件 1 2, , , nA A A 满足
1

n

k
k

A


  ，且 ( , , 1, 2, , )i jA A i j i j n     ，则称

1 2, , , nA A A 为一个完备事件组。 

二、随机事件的关系的运算规律 

对于任意事件 A,B,C 有： 

1．交换律：A+B=B+A；AB=BA 

2．结合律：A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C；ABC=A(BC)=(AB)C 

3．分配律：A(B+C)=AB+AC；A(B-C)=AB-AC 

4．对偶律(德摩根律)： BABA  ； BAAB   

交换律、结合律、分配律、对偶律都可推广到任意多个事件的情形。 

第三节  随机事件的概率定义及计算 

一、统计概率 

（一） 频率的稳定——统计概率 

（二） 蒲丰投针实验——圆周率的估计 

二、古典概型 

若随机试验满足下述两个条件： 

（1）它的样本空间中只有有限多个样本点； 

（2）每个样本点出现的可能性相同。 
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则事件 A 发生的概率为 

A 
( )

k
P A

n
 


中所包含的样本点数

中所包含的样本点总数
。 

称这种试验为等可能随机试验或古典概型试验，所得到的概率为古典概率。 

三、概率的公理化定义 

设随机试验的样本空间为，按照某种方法，对每一事件 A 都赋予一个实数，且满足以下公

理： 
1．非负性： ( ) 0P A  。 2．规范性： ( ) 1P   。 

3．完全可加性：若可列无穷多个事件 1 2, , , ,nA A A  两两互斥，则有 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A           。 

则称 A所对应的实数 ( )P A 是事件 A的概率。 

四、概率性质 

利用概率的公理化定义，可以得到如下的概率性质。 

（一）若事件 A与事件 B 互斥，则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B   。 

推广：若n个事件两两互斥，则 1 2 1 2( ) ( ) ( )P A A P A P A     。 

（二）对任意两个事件 A与 B ，有 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    。 

对任意三个事件 A、 B 、C ，有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC         。 

（三）事件 A的对立事件的概率为 ( ) 1 ( )P A P A  。 

五、随机事件概率计算实例 

（一） 调查中的概率计算 

（二） 赌博的陷阱 

（三） 生日问题 

（四） 不同游戏规则的概率分析 

（五） 产品检验问题 

 

思考题： 

（1） 如何定量刻画生活中一些随机问题的规律？ 

（2） 统计概率、古典概率、概率的公理化定义各自的优缺点是什么？ 

（3） 利用随机事件之间的关系进行概率计算的优点是什么？ 

（4） 试举例说明，如何利用概率来揭示骗局或谎言？ 
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第十一讲  概率初步(2) ——随机性问题的概率计算与理性分析 

本讲知识点： 

条件概率，概率乘法公式，事件的独立性，全概公式及贝叶斯公式，贝努利实验，二项概型 

本讲基本要求： 

1．理解条件概率的概念； 

2．掌握概率的乘法公式、全概公式及贝叶斯公式，并会用这些公式进行概率计算； 

3．理解随机事件独立性的概念，并会用事件的独立进行概率计算； 

4. 掌握贝努利实验条件，掌握利用二项概型进行概率计算 

本讲重点与难点： 

重点：条件概率、三大公式(乘法公式、全概率公式与贝叶斯(Bayes)公式)和独立性。 

难点：全概率公式与贝叶斯公式 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  条件概率与乘法公式 

一、条件概率的定义 

在实际问题中，常常需要计算在某个事件 B 已经发生的条件下，另一个事件 A 发生的概率。

在概率论中，称此概率为 B 已发生的条件下 A发生的条件概率，简称为 A对 B 的条件概率，记为

( )P A B 。由于增加了“事件 B 已经发生”的条件，一般来说 ( ) ( )P A B P A 。 

二、概率乘法公式 

设有两个事件 A、 B ，由条件概率的定义，可得到如下的乘法公式。 

1．若 ( ) 0P B  ，则 ( ) ( ) ( )P AB P B P A B ； 

2．若 ( ) 0P A  ，则 ( ) ( ) ( )P AB P A P B A 。 

此公式还可以推广到多个事件相交的情况： 

设 n 个事件 1 2, , , nA A A ，且 ( ) 0iP A  ，则 

1 2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )n n nP A A A P A P A A P A A A A    。 

三、随机事件独立 

若两个事件 A 、 B 的发生与否互不影响，即若 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，则称 A 和 B 是相互独立

的。关于事件的独立有如下性质： 

1．若两个事件 A 、 B 独立，则 A 与 B ， A与 B ， A与 B 中的每一对事件都相互独立。 

2．若一组事件 1 2, , , nA A A 相互独立，则 1 2, , , nA A A 中“至少有一个发生”的概率为

1 2 1 2 1 2( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )n n nP A A A P A A A P A P A P A            。 

四、加法公式与乘法公式应用实例 
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1.“顺序抽签”是否公平 

2.“三个臭皮匠赛过一个诸葛亮”的概率分析 

3. 哪个裁判组正确裁定的概率大 

第二节  全概公式和贝叶斯公式 

一、全概率公式——由原因推结果 

设 1 2 n, , ,A A A 是一个两两互斥的事件组，且 ( ) 0iP A  （i =1，2，…，n）。另有一事件 B，它

总是与 1 2 n, , ,A A A 之一同时发生，即
1

n

i
i

B BA


 。根据乘法公式与概率可加性，有 

1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

P B P A P B A


   

称上述公式为全概公式，满足上述条件的 1 2 n, , ,A A A 为完备事件组。 

二、贝叶斯公式——已知结果求原因 

设 1 2 n, , ,A A A 是一个两两互斥的事件组，且 ( ) 0iP A  （i =1，2，…，n），另有一事件 B，它

总是与 1 2 n, , ,A A A 之一同时发生，则

1

( ) ( )
( | )

( ) ( )

i i
i n

i i
i

P A P B A
P A B

P A P B A





。 

三、全概公式与贝叶斯公式应用实例 

1.犯罪现场的血迹检测分析 

2.疾病普查中的概率问题 

3.血型问题 

4.赌徒破产模型 

四、概率推理案例分析 

（一）归纳推理与法庭证明 

（二）被告有罪、无罪的概率分析 

（三）概率推理与证人识别问题 

（四）测谎结论的概率分析 

（五）利用 CAT 扫描结果对被告进行精神病的无罪辩护 

第三节  贝努利试验与二项概型 

一、 n 重贝努利试验 

若某试验可独立重复进行 n 次，且每次试验结果出现的概率都不依赖于其它各次试验的结果，

就称这样的试验为独立重复试验，或称为 n 重贝努利试验。 n 重贝努利试验满足如下三个条件： 

（1）试验可以独立重复进行 n 次； （2）每次试验只有两个可能结果 A和 A； 
（3）事件 A在每次试验中出现的概率都是 ( )P A p 。 
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二、二项概型 

在 n 重贝努利试验中，根据概率的计算公式，可得出“ n 次试验中事件 A恰好出现 k 次”的概率

为 ( ) (1 ) ( 0,1 , )k k n k
nP A C P P k n   。 

用 X 表示“ n 重贝努利试验中事件 A出现的次数”，则 X =0，1，2，…， n ，且有 

( ) (1 ) ( 0,1 , )k k n k
nP X k C P P k n    。 

就称 X 服从参数为 n 和 p 的贝努利分布（或称二项分布）。记作 ~ ( , )X B n p 。 

三、二项概型应用实例 

（一）陪审团的组成是否存在种族歧视 

（二）碰运气能否通过英语四级考试 

（三）某种新药是否有效 

 

思考题： 

（1） 如何利用随机事件之间的关系进行各种概率计算？ 

（2） 试举例说明，如何利用概率对法学和诉讼中的一些随机问题进行实证分析？ 
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第十二讲  随机变量分布 

本讲知识点： 

1.随机变量的概念，随机变量的分布函数概念及其性质； 

2.离散型随机变量及其概率分布，离散型随机变量常见分布； 

3.连续性随机变量及其概率密度函数，连续性随机变量常见的分布； 

本讲基本要求： 

1.理解随机变量及其分布函数的概念，掌握其性质； 

2.理解离散型随机变量的概念及其分布列的概念和性质； 

3.理解连续型随机变量的概念及其概率密度函数的概念和性质； 

4.会利用分布列、概率密度函数及分布函数计算有关事件的概率； 

5.掌握二项分布，泊松(Pisson)分布，指数分布，正态分布； 

本讲重点与难点： 

本章重点：离散型随机变量及其分布律、分布函数、连续型随机变量及其分布函数、概率密度

函数、二项分布、泊松分布、指数分布、正态分布及其查表计算。 

本章难点：分布函数的概念和求法，概率密度函数的概念。 

学时分配：3 学时 

教学内容： 

第一节  随机变量及其概率分布 

一、随机变量的概念 

（一） 随机变量的定义 

设 E 为随机试验，它的样本空间为 Ω={ω}。若对于每一个样本点 ω∈Ω，都有唯一确定的实数

X (ω)与之对应，则称 X(ω)是一个随机变量(可简记为 X)。常用大写字母 X，Y，Z 等表示。 

（二） 引入随机变量的意义 

（三） 随机变量的分类 

1．离散型随机变量与非离散型随机变量（主要是连续型随机变量） 

2．一元随机变量与多元随机变量 

二、离散型随机变量及其分布 

（一） 离散型随机变量概率分布的定义 

1．一个随机变量的一切可能的取值为有限个或可列无穷多个，则称它为离散型随机变量。 

2．X 是一个离散型随机变量，其一切可能值为
1 2{ , , , }nx x x  ，且 X 取各值时的概率为

,2,1,}{  kpxXP kk
其中 0( 1,2, )kp k   ，且

1

1k
k

p




 ，则称上式为 X 的概率分布。

常记为： 















n

n

p

x

pp

xx
X～

21

21
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3．对于任意实数a b ，有 ( ) ( )
k

k
a x b

P a X b P X x
 

     

（二） 离散型随机变量概率分布的表示方法 

1．列表法 

2．图示法 

3．公式法 

三、连续型随机变量及其分布 

（一）连续型随机变量及其概率密度函数 

对于随机变量 X，如存在非负可积函数 )(xf ,使得对于任意实数 x，有       


x
dttfxF )()( ，

则称 X 为连续型随机变量， )(xf 称为 X 的概率密度函数。 )(xF 为其分布函数。 

（二）概率密度函数的性质 

性质 1:  xxf -0)( ， ； 

性质 2: 1)( 



dxxf ； 

性质 3: 对于任意实数 )(, baba  ，都有 
b

a
dxxfbXaP )()(  

注意： 

连续型随机变量 X 取任何给定值的概率等于 0，则   0 aXP 。所以有 

)()()()()( bXaPbXaPbXaPdxxfbXaP
b

a
   

（三）连续型随机变量的分布函数与概率密度的关系 

对于一个随机变量 X，其分布函数 )(xF 与概率密度 )(xf 之间有如下关系： 

对于 )(xf 的任一连续点 x，均有
dx

xdF
xFxf

)(
)()(   

第二节  几个常见随机变量的概率分布 

一、二项分布 

用 X 表示“ n 重贝努利试验中事件 A出现的次数”，则 X =0，1，2，…， n ，且有 

( ) (1 ) ( 0,1 , )k k n k
nP X k C P P k n    。 

就称 X 服从参数为 n 和 p 的贝努利分布（或称二项分布）。记作 ~ ( , )X B n p 。 

二、泊松分布 

（一）泊松分布特点 

设随机变量 X 所有可能取的值为 0，1，2， … ，且概率分布为 

( ) , 0,1, 2,
!

k

P X k e k
k

     ， 

其中 >0 是常数，则称 X 服从参数为的泊松分布。记作 ~ ( )X P  。 

泊松分布中的参数既是均值也是方差，可通过总结过去的记录得到。有关概率计算可查表。 

（二）二项分布的泊松近似 

当 n 很大， p 很小时，有以下近似公式： (1 )
!

k
k k n k
n

e
C p p

k

 
  ，其中 np  。 
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我们把在每次试验中出现概率很小的事件称作稀有事件，如地震、火山爆发、特大洪水、意外

事故等等。在 n 重贝努利试验中，稀有事件出现的次数近似地服从泊松分布。 

（三）.泊松分布应用实例 

1．援助中心需要设置多少员工 

2．维修人员配备是否合理 

三、指数分布 

如果随机变量 X 的概率密度为










，，

，，

00

0
)(

x

xe
xf

x
，则称 X 为服从参数为（ >0）的指

数分布，记为 X～ )(e ,其分布函数为










，，

，，

00

01
)(

x

xe
xF

x

 

四、正态分布 

（一）正态分布及其特点 

1．正态曲线特点 

若连续型随机变量 X 的概率密度为

2

2

( )

2
1

( ) ,
2

x

f x e x



 




    ，其中 和
2 都是常

数，则称 X 服从参数为 和
2 的正态分布。记作 2~ ( , )X N   。 ( )f x 所确定的曲线叫正态曲线。

称

2

2

( )

21
( ) ( ) ( )

2

t
x

F x P X x e dt x



 





       为 X 的分布函数。 

正态分布由两个参数 和
2 唯一确定。其中 为数学期望，

2 为方差。不同的 和
2 代表

不同的正态分布。正态曲线具有如下性质： 
性质 1：曲线关于直线 x 对称； 

性质 2：当 x 时， )(x 达到最大值
2

1
； 

性质 3：曲线以 x 轴为渐近线； 
性质 4：当  x 时，曲线有拐点； 

性质 5：固定 ，越小，曲线“越瘦越高”；越大，曲线“越矮越胖”。 

2.标准正态曲线 

当 0, 1   时的正态分布，称为标准正态分布。记作 ~ (0,1)X N 。其密度函数和分布函数常

用 0 ( )x 和 0 ( )x 表示。其中 
2

2
0

1
( ) ,

2

x

x e x



    ；

2

2
0

1
( ) ( )

2

t
x

x P X x e dt





      

标准正态分布的概率计算问题可以查表。 

3.正态分布的标准化 

任何一个非标准的正态分布都可以通过下面定理，经过线性变换转化为标准正态分布。 

定理：设 2~ ( , )X N   ，则 ~ (0,1)
X

Y N





 。 

4.正态分布的 3 准则 

由标准正态分布的概率分布表，查表计算可以求得，当 ~ (0,1)X N )时，有 

0( 1) ( 1 1) 2 (1) 1 0.6826P X P X         ； 

0( 2) ( 2 2) 2 (2) 1 0.9544P X P X         ； 
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0( 3) ( 3 3) 2 (3) 1 0.9974P X P X         。 

这说明，X 的取值几乎全部集中在[ 3,3] 区间内，超出这个范围的可能性仅占不到 0.3%。 

将上述结论推广到一般的正态分布,  当 2~ ( , )Y N   时，标准化后计算仍有 

0(| | ) (| | 1) 2 (1) 1 0.6826
Y

P Y P
 




        ； 

0(| | 2 ) (| | 2) 2 (2) 1 0.9544
Y

P Y P
 




        ； 

0(| | 3 ) (| | 3) 2 (3) 1 0.9974
Y

P Y P
 




        。 

可见，正态随机变量的取值几乎都集中在区间 ( 3 , 3 )     内，只有 0.003 的可能性会发生

意外。因此，我们有相当把握认为，正态随机变量的取值就在区间 ( 3 , 3 )     内。这个经验原

则在统计学上被称作“3 准则”（或称三倍标准差原则）。使用“3 准则”发生错误的可能性小于

0.003。 

（二）二项分布的正态近似 

当 n 很大， p 较小时，二项分布近似泊松分布。但如果 n 很大，而 p 又不很小，那么可以证

明，二项分布近似于正态分布。 
设随机变量Y 服从参数为 n 和 p （0< p <1）的二项分布，则对任意实数 x，有 

( )
(1 )

Y np
P x

np p






2

2
0

1
( )

2

t
x

x e dt





  。 

即当 n 很大，0< p <1 是一个定值时（或者说， (1 )np p 也不太小时），二项随机变量Y 的分

布近似服从正态分布 ( , (1 ))N np np p 。 

（三）正态分布的应用 

1.确定产品的保修期限 

2.预测考试的录取分数线 

3.保险公司的盈利分析 

 

思考题： 

（1） 如何利用随机变量分布进行各种概率计算？ 

（2） 试举例说明哪些变量的分布服从正态分布？ 
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第十三讲  随机变量的数字特征——数学期望与方差 

本章知识点： 

1．数学期望的定义及其性质，随机变量函数的数学期望； 

2．随机变量方差的定义及其性质； 

3．几种常见随机变量的数学期望与方差。 

本章基本要求： 

1．理解数学期望与方差的概念，掌握它们的性质与计算方法； 

2．会计算随机变量函数的数学期望； 

3．熟记二项分布，泊松分布，正态分布的数学期望与方差，知道均匀分布，指数分布的数学

期望与方差； 

重点与难点：期望、方差概念、性质及其应用， 

学时分配：3 学时 

第一节  数学期望 

一、数学期望的概念 

（一）概念引例 

（二）离散型随机变量的数学期望 

设离散型随机变量 X 的概率分布为 kk pxXP  }{  ，k=1,2,…，如果无穷级数


1k
kk px 绝对

收敛，则称此级数的和为随机变量 X 的数学期望(或均值)，记作 E(X)或 EX，即 





1k

kk pxEX 。 

（三）连续型随机变量的数学期望 

设连续型随机变量 X 的概率密度为 )(xf ，如果广义积分 



dxxxf )( 绝对收敛，则称此积分

值为随机变量 X 的数学期望，记作 EX，即 



 dxxxfEX )( 。 

如果上述级数或积分不绝对收敛，则称此随机变量的数学期望不存在。 

二、数学期望值的性质 

性质 1. EC C （C 为常数）； 

性质 2. ( )E X C EX C   （C 为常数）； 

性质 3. ( )E CX C EX  （C 为常数）； 

性质 4. ( )E aX b a EX b    （ a 、b 为常数）； 

（5）对两个随机变量 1X 和 2X ，有 1 2 1 2( )E X X EX EX   。 

三、随机变量函数的数学期望 

设 )(xgy  为连续函数，而 X 是任一随机变量，则随机变量 )(XgY  的数学期望可以通过

随机变量 X 的概率分布直接求出：






 








是连续的

是离散的

Xdxxfxg

XxXPxg

XEgEY k
kk

)()(

}{)(

)(  
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四、数学期望的应用 

（一）赌场的获利分析 

（二）如何确定保险赔偿金 

（三）确定化验方案 

（四）智力竞猜节目的期望奖金 

第二节  随机变量的方差 

一、方差的概念及其简化计算公式 

（一）概念引例 

（二）方差定义 

设 X 是一随机变量，如果数学期望 2)( EXXE  存在，则称之为 X 的方差，记作 DX。 

DX 称为 X 的标准差。 

（三）方差计算的简便公式： 22 )(EXEXDX   

二、方差的性质 

性质 1.设 C 是常数，则 DC=0 

性质 2.设 X 是随机变量，C 是常数，则 D(X+C)=DX， DXccXD  2)(  

性质 3.设随机变量 X 与 Y 相互独立，则 DYDXYXD  )(  

性质 4. 0DX ，并且 DX=0 当且仅当以概率 1 取常数，即 1}{  cXP ，其中 EXc   

三、常用随机变量的数学期望与方差 

（一）如果 X 是服从 0—1 分布的随机变量，即 1,0,)1(}{ 1   kppkXP kk  

则 pEX  , )1( ppDX   

（二）如果 X～ ),( pnB ，则 npEX  ， )1( pnpDX   

（三）如果 X～ )(P ，则  DXEX  

（四）如果 X～ ),( baU ，则
2

ba
EX


 ，

12

)( 2ab
DX


  

（五）如果 X～ )(e ，则

1

EX ， 2

1


DX  

（六）如果 X～ ),( 2N ，则 EX ， 2DX  

第三节  风险型问题的决策分析 

一、民事案件的诉讼与和解方式的选择 

二、上市公司经营行为的模式选择 

三、不同就业计划的决策分析 

四、新型产品的投资生产决策分析 
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第三部分  课堂外教学活动 

一、与数学有关的优秀影视欣赏 

1. 盗梦空间； 

2. 数学故事（英 BBC）； 

3. 极限空间； 

4. 牛津杀手； 

5. 决胜 21 点 

二、与数学软件应用和科技论文写作有关的讲座 

1. 数学公式编辑器的使用； 

2. MATLAB 软件简单使用； 

3. 科技论文写作 
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一、课程基本信息 

1.课程名称：高等数学    2.英文名称：Higher Mathematics 

3.课程号：309010073    4.适用对象：社会学院社会类专业 

5.总学时: 54 学时     6.学  分: 3 学分 

7．开课学期：第二学期   8.开课单位：科学技术教学部数学教研室 

二、课程性质与设置目的 

《高等数学》是为我校社会学院社会学专业开设的一门数学基础理论课。通过本课程的学习，

使学生获得微积分、概率论及线性代数等方面的基本概念、基本理论和基本运算技能。 

《高等数学》课程既是一门重要的基础课和工具课，更是一门素质课。由于学时有限，教学内

容较多，教学重点应放在“掌握概念，强化应用，培养能力，提高素质”上,通过教学要实现传授知识

和发展能力两方面的目的，能力培养贯穿教学全过程。 

教学中结合教学内容及学生特点，选择适宜的教学方法与教学手段，有重点地营造有利于学生

能力发展的氛围，启发学生思维，促进学生能力的提高。通过教学内容的逐渐展开，逐步培养学生

的抽象思维能力、逻辑推理能力、空间想象能力、运算能力和自学能力，特别是注意培养学生具有

综合运用所学知识去分析问题和解决问题的能力。为学生进一步获得高等数学知识奠定必要的数学

基础，也为学生后续的专业课程学习及专业研究提供必要的数学方法论支持。 

三、课程教学内容及学时分配 

教学内容包括一元微积分、概率论初步及线性代数三部分。其中一元微积分部分教学在前，可

为后续的概率论部分教学提供理论基础。课时分配为：微积分部分 33 学时，概率论初步 21 学时。

线性代数教学内容视学生情况选学。 

微积分部分主要以一元微积分学为核心内容，首先介绍微积分研究的对象—函数以及微积分研

究的重要基础—极限论，并在此基础上建立一元函数导数、微分、不定积分、定积分、广义积分的

概念和理论。概率论初步主要介绍随机事件的概率，一元随机变量的概率分布，随机变量的数字特

征。概率论初步着重对客观的随机现象提出各种不同的理想化的数学模型并研究其内在的性质与相

互联系。线性代数部分主要介绍行列式、矩阵、初等变换和线性方程组的理论。 

四、课程教学方式 

教学方式应注重启发式、引导式。采用“引出问题，启发思路，重点分析，课堂讨论，课外探

索，自行归纳”的教学形式，将课堂讲授、课堂讨论、课后练习与学生自学相结合。使学生在教师

引导下，自己从前人研究的问题、分析问题的过程、演绎推导的结果中，体会和领悟这些人类高级

心智文明的成果，使学生自己真正学懂数学，而不是被“教会”数学；同时希望学生通过研究式的钻

研、探索乃至犯错误的过程中，培养从错纵复杂的现象事理中和繁杂无序的结果数据中，寻找与总

结内在关系和规律的能力，并且体会科学研究的艰辛和乐趣，培养在科学研究和事理处理上百折不

挠、持之以恒的毅力和意志。 

一元微积分部分是一门形数结合的数学学科，在课堂教学中，尽量采用多媒体教学,多用图形

和实例引入来说明和描述微积分中的一些主要概念。概率论部分与现实生活结合紧密，教学中尽可

能多引入各种实例。总之，课堂教学要尽量用问题驱动法逐步展开教学,把学生吸引到教学内容中

去, 并引导学生讨论问题，调动学生听课的积极性，锻炼学生的表达能力，提高课堂教学效率。在

讲授传统内容时，运用现代数学的观点、概念、方法以及术语等符号，加强与其它不同分支之间的

相互渗透，不同内容之间的相互联系,淡化运算技巧训练。 
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说明：本大纲中要求较高的教学内容用“理解”、“掌握”、“熟悉”等词表述，要求较低的内容用

“了解”、“会”等词表述。 

五、课程考核方式及成绩评定 

采取平时动态考核与期末闭卷考试相结合，以百分制给出学生的成绩评定。试题的难度可分为

易、较易、较难、难四个等级，这四个等级在每份试卷中的试题所占分数比例依次为 2：4：3：1。

试题主要有单项选择题、填空题、简单计算题、综合应用题、证明题等题型。 

六、教材、参考书 

教材：《高等数学》刘淑环等编，华文出版社 

参考书目： 

[1]《微积分》赵树源主编，中国人民大学出版社 

[2] 《高等数学》第六版，上册，同济大学应用数学系主编 

[3] 《数学方法与应用》，刘淑环主编，清华大学出版社 

[4] 《概率论与数理统计》袁荫棠编，中国人民大学出版社 

[5] 概率论与数理统计(面向 21 世纪课程教材—第 2 版—北京)，龙永红主编，高等教育出版社，

2004 年 8 月第二次印刷 

七、大纲编写 

本大纲由刘淑环老师编写。在实际教学中，由于学生情况不同，在实际教学过程中可能会在学

时分配和内容详略方面有所调整。 
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第一部分  微积分（33 学时） 

第一章  函数及其应用 

本章教学基本要求： 

1．理解函数的概念，会求函数的定义域，会建立简单应用问题的函数； 

2．了解函数的有界性、单调性、奇偶性和周期性； 

3．了解显、隐函数、反函数、分段函数的概念，理解复合函数的概念； 

4．掌握基本初等函数的性质及其图形，理解初等函数的概念； 

5．了解经济学中常见的几类函数。 

本章知识点、重点与难点： 

知识点：函数关系、函数的几种简单性质、反函数、复合函数、初等函数、分段函数，经济学

中常见的几类函数。 

重点：基本初等函数的图像及性质，复合函数的概念及分解 

难点：基本初等函数的图像及性质，复合函数的分解 

学时分配：3 学时 

第一节  函数 

一、函数的概念 

若D 是一个非空实数集合， 设有一个对应规则 f  使对每一个 Dx ， 都有一个确定的实

数 x 与之相对应， 则称这个对应规则 f 为定义在 D 上的一个函数关系 或称变量 y 是变量 x 的

函数，记作 
Dxxfy  )(  

其中 x 称为自变量， y 称为因变量 D 称为函数的定义域 也可以记作 ( )D f 。 

二、函数的性质 

（一）奇偶性 

1. 奇函数 

给定函数 ( )y f x ，其定义域  D f 关于原点对称，如果对所有的  fDx ，有

( ) ( )f x f x   ，则称 ( )y f x 为奇函数。奇函数图形关于原点对称。 

2. 偶函数 

给定函数 ( )y f x ，其定义域  D f 关于原点对称，如果对所有的  fDx ，有

( ) ( )f x f x  ，则称 ( )y f x 为偶函数。偶函数图形关于 y 轴对称。 

（二）周期性 

对于函数 ( )y f x ，如果存在正的常数T ，使得 ( ) ( )f x T f x  恒成立，则称此函数为周期函数。

T 为 ( )y f x 的周期。若T 为函数 ( )y f x 的一个周期，则 ( )kT k Z  也是 ( )y f x 的周期.通常我们说

周期函数的周期指的是函数的最小正周期. 

（三）单调性 
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如果函数 ( ),y f x x D  ，对区间  ba, 内的任意两点 1x 和 2x ，当 1 2x x 时，  总有

1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )y f x 在区间  ba, 内是单调增加的；当 1 2x x 时，总有

1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )y f x 在区间 ba, 内是单调减少的。 

严格单调函数的图像与任意平行于横轴的直线至多有一个交点。 

（四）有界性 

设函数 )(xfy 在区间  ba, 内有定义，如果存在正数 M 对于任意的  bax , ，都有

Mxf )( ，则称函数 )(xfy 在  ba, 内是有界的；如果不存在这样的正数 M ，则称函数

)(xfy  在 ba, 内是无界的。 

注意:同一函数在自变量的不同范围上的有界性不一定相同。 

三、显函数与隐函数 

（一）显函数：因变量是用自变量表达式表示出来的函数。 

（二）隐函数：因变量与自变量的对应规则是用一个方程 0),( yxF  表示的函数。 

四、反函数 

（一）定义 

设 )(xfy 是定义在  fD 上的一个函数，值域为  fZ 。如果对于每个  fZy ，有一个确

定的且满足 )(xfy 的  fDx 与之对应，其对应规则记作 1f ，这个定义在  fZ 上的函数

)(1 yfx  称为 )(xfy 的反函数，或称它们互为反函数。反函数的定义域为原函数的值域。 

（二） 性质 

1.定义域与值域之间是一一对应关系； 

2.函数在某个区间若为单调函数，则函数在该区间必存在反函数。 

五、复合函数 

设函数 )(ufy 的定义域为  fD ，若函数 )(xu  的值域为  Z ，   )( fDZ  非空，则

称 ))(( xfy  为复合函数。 x 为自变量， y 为因变量，u 称为中间变量。 

六、分段函数 

在定义域的不同部分用不同表达式表达的函数。 

七、初等函数 

（一）基本初等函数 

1.常函数： Cy  。 

常数函数的定义域为一切实数，其图形是一条平行于 x 轴的直线。 

2.幂函数：  (xy  为任何实数) 

3.指数函数： ( 0, 1)xy a a a    

指数函数的定义域为（-∞，+∞），值域为（0，＋∞）.当 1a  时，函数严格单调增加；当0 1a 

时，函数严格单调减少。函数的图形都过（0，1）点， xy a 与 xy a 图形关于 y 轴对称。 
xy e 是工程上常用的指数函数，常数 e=2.7182818… 

4.对数函数： log ( 0, 1)xy a a a    

对数函数的定义域为（0，＋∞）,值域为（-∞，+∞）.当 1a  时，函数严格单调增加;当0 1a 
时，函数严格单调减少，函数图形都过（1，0）点。 
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以 e 为底的对数称为自然对数，记作 y ln x 。 

5.三角函数： 

（1）正弦函数 xy sin 。定义域为（-∞，+∞），值域为〔-1，1〕，它是以 2π为周期的有界

的奇函数。 
（2）余弦函数 xy cos 。定义域为（-∞，＋∞），值域为〔-1，1〕，它是以 2π 为周期的有

界的偶函数。 

（3）正切函数 xy tan 。定义域为 ( )
2

x k k Z
   ，它是以 π 为周期的单调增加

的奇函数（在一个周期内）。 

（4）余切函数 xy cot 。定义域为 ( )x k k Z  ,它是以 π为周期的单调减少的奇函数

（在一个周期内）. 

此外，还有正割函数
1

sec
cos

y x
x

  和余割函数
1

csc
sin

y x
x

  ，其图形性质从略。 

6.反三角函数 

（1）反正弦函数 y arcsin x ,定义域为〔-1，1〕，值域为 ( , )
2 2

 
 ，有界，单调增加，奇函

数。它是正弦函数 xy sin 在 ( , )
2 2

 
 上的反函数. 

（2）反余弦函数 y arccos x ，定义域为〔-1，1〕，值域为 (0, ) ，有界，单调减少，偶函数。

它是余弦函数 xy cos 在 (0, ) 上的反函数. 

（3）反正切函数 y arctan x ，定义域为（-∞，+∞），值域为 ( , )
2 2

 
 。有界，单调增加，

奇函数。它是正切函数 xy tan 在 ( , )
2 2

 
 上的反函数。 

（4）反余切函数 y arc cot x 定义域为（-∞,+ ∞），值域为 (0, ) ，有界，单调减少，它是余

切函数 y cot x 在 (0, ) 上的反函数. 

（二）初等函数 

由基本初等函数经过有限次的四则运算或复合运算得来的、并且用一个式子表示的函数。凡不

是初等函数的函数，我们都称之为非初等函数。高等数学讨论的函数主要是初等函数. 

第二节  经济学中常见的几类函数 

一、成本函数、收益函数及利润函数 

（一）成本函数 

总成本函数为 )(0 xpCC  。其中 0C 为固定成本，指不受产量变化影响的成本，包括厂房、

设备、管理费等。 )(xp 表示可变成本，指受产量变化影响的成本，是产量的函数，包括原材料、燃

料、工人工次等，若 p 表示单位可变成本，则 pxxp )(  

（二）收益函数 

收益是指销售一定产品后所得的收入，由单价和销售量决定的。收益函数常用 )(xR 表示，x 表

示销量。 

1.若单价是销售量的函数，则收益是销售量的函数。 

2.若销售量是单价的函数，则收益是单价的函数。 

（三）利润函数 

收益函数与成本函数之差就是利润函数。若成本与收益都是产量的函数，则利润函数为
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)()()( xCxRxL  。 

1.当 0( )L x  ，即 ( ) ( )R x C x 时，企业盈利； 

2.当 0( )L x  ，即 ( ) ( )R x C x 时，企业亏本； 

3.当 0)( xL ，即 )()( xCxR  时，企业保本，并称此时的 0x 为盈亏临界点。 

二、需求函数与供给函数 

（一）需求函数 

产品需求量与产品价格之间的函数关系为需求函数，由 0( ),Q Q p p  表示。其中Q 为商品的

需求量， p为商品的价格。 

一般地，需求量随价格上涨而减少，故需求函数通常是商品价格的单调递减函数。 

（二）供给函数（供应函数） 

产品供给量与产品价格之间的函数关系为供给函数，由 )( pSS  表示。其中S 为商品的需求量，

p 为商品的价格。 

一般地，供给量随价格上涨而增加，故供给函数通常是商品价格的单调递增函数。 

（三）供需平衡分析 

随着价格的上涨，需求下降，供给增加，到一定时候二者达到平稳，此时的价格 0p 称为均衡

价格，即 )()( 00 pSpQ  。 

当 ( ) ( )Q p S p 时，供不应求，商品的价格就会有上涨的趋势； 

当 ( ) ( )Q p S p 时，供过于求，商品的价格就会有下跌的趋势。 

三、利息函数 

（一）单利计算 

只在本金上计算利息。p为本金，i为计息期的利率，n为计息期数，则n期的利息为 pinI  ，

本利和为 )1( inpIpA  。 

（二）复利计算 

不仅在本金上计算利息，而且所生利息也计算利息。设 p为本金，i为计息期的利率，n为计

息期数，若每期结算 1 次，则n期本利和为 
nipA )1(   

n期利息为 ]1)1[(  nippAI 。 

若每期结算m次，则n期本利和为
mn

m m

i
pA )1(  ， 

利息为 ]1)1[(  mn
m m

i
ppAI 。 
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第二章  极限与连续 

本章教学基本要求： 

1．了解数列极限和函数极限（包括左极限与右极限）的概念；掌握数列极限的和函数极限的

性质； 

2．理解无穷小量的概念和基本性质，掌握无穷大量与无穷小量的关系和性质；掌握无穷小量

的比较方法； 

3. 熟练掌握极限四则运算法则和计算方法； 

4．了解极限存在的两个准则，掌握第一重要极限的证明，了解第二重要极限的证明方法；能

熟练应用两个重要极限计算函数的极限； 

5．理解函数在一点和在一区间（开区间和闭区间）连续性的概念（含左连续与右连续；理解

连续函数的性质和初等函数的连续性； 

6. 了解函数间断的概念；掌握函数间断点的计算； 

7. 掌握闭区间上连续函数的性质以及简单的应用。 

本章知识点、重点与难点： 

知识点：数列与函数极限的概念，无穷小量的概念与基本性质，无穷小量阶的比较，极限的存

在准则，极限四则运算法则，两个重要极限，函数的连续。 

重点：极限的运算，无穷小量，两个重要极限，函数的连续 

难点：极限的运算，等价无穷小量，两个重要极限 

学时分配：6 学时 

第一节  极限的概念 

一、数列极限的概念 

（一）数列 

1．数列定义 

一个定义在正整数集合上的函数 ( )ny f n （称为整标函数），当自变量 n 按正整数 1，2，3，……

依次增大的顺序取值时，函数值按相应的顺序排成一串数： (1), (2), ( )f f f n 称为一个无穷数列，

简称数列。 

2．数列的单调与有界 

（二）数列的极限 

1．数列极限的 ε—N 定义 

设{ }nx 是一个数列， a 是一个确定的数，若对于 0, ,N     使得n N 时， 

都有 | |nx a   成立，则称数列{ }nx 收敛于 a ， a 称为它的极限。 

记作 lim nn
x a


 或者 ( )nx a n  。 

2．注意：（1）ε的任意性。ε的作用在于衡量 xn和 a 的接近程度。 

（2）N 的相应性。N 依赖于 ε，但并不是由 ε唯一确定。 

3．几何意义：所有下标大于 N 的 nx 都落在 a 的 ε邻域内，而在这个邻域之外，至多有 N（有

限）个项。 
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（三）数列极限的性质定理 

定理 1（唯一性）：若数列{ }nx 收敛，则它的极限值是唯一的。 

定理 2（有界性）：若数列{ }nx 收敛，则它为有界数列。 

定理 3 （子列收敛性）：数列收敛的充要条件是其任意子列都收敛并且具有相同的极限。 

二、函数的极限 

（一）当 x 时，函数 ( )f x 的极限 

1．定义 

设 ( )f x 为定义在  ,  上的函数， A 是一个定数，若 0 0, M    ,使得当 x M , 时,

恒有  f x A   成立，则称函数 ( )f x 当 x 趋于正无穷时极限存在，并以 A 为极限。记作

lim ( )
x

f x A


 。 

2．几何意义 

当 x M 时，都有 | ( ) |f x A   ，表示在直线 x M ,x M   的两侧，曲线 ( )y f x 整个地

落在以 y A 为中心，2ε为宽度的带型区域内。 

类似地可定义    
x x
lim f x A, lim f x A
 

  。 

3．定理: lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

     

4．水平渐近线 

若 lim ( )
x

f x A


 或者 lim ( )
x

f x A


 ，则称直线 y A 为曲线 ( )y f x 的水平渐近线。 

（二）当 0x x 时，函数 ( )y f x 的极限 

1．定义 

如果 0, 0     ，使得当 00 | |x x    时， | ( ) |f x A   恒成立，则称当 0x x 时，

函数 ( )y f x 以常数 A为极限。 

记作
0

lim ( )
x x

f x A


 或者 0( ) ( )f x A x x   

2．说明： 

（1）ε刻画 ( )f x 与常数 A的接近程度，δ刻画 x 与 0x 的接近程度。 

（2） 00 | |x x    ，不考虑 ( )f x 在 0x 处是否有定义。 

3．几何意义 

对于任意给定的正数 ε,不论 ε 多么小,即不论 y A   与 y A   间的带形区域多么狭窄,总

可以找到 >0,当点 ( , ( ))x f x 的横坐标 x 进入    0 0 0 0x ,x x ,x    时,纵坐标 ( )f x 全部落入

区间  A ,A   之内.此时 ( )y f x 的图形处于带形区域之内, ε越小,带形区域越窄。 

（三）左右极限（单侧极限） 

1．左右极限定义 

当 00 x x    ，表示 x 大于 0x 而趋于 0x 时，即 x 从 0x 的右侧趋近于 0x ，用 0x x  表

示，此时称常数 A为函数 ( )f x 的右极限。记作
0

lim ( )
x x

f x A


 。 

当 00 x x    ，表示 x 小于 0x 而趋于 0x 时，即 x 从 0x 的左侧趋近于 0x ，用 0x x  表示，

此时称常数 A为函数 ( )f x 的左极限。记作
0

lim ( )
x x

f x A


 。 

2．定理 
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函数 )(xf 当 0xx  时极限存在的充要条件是：左极限和右极限都存在且相等。即

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

     

（四）函数极限的局部性质 

1.唯一性定理：若
0

lim ( )
x x

f x
 存在，则它只有一个极限。 

2.有界性定理 

若
0

lim ( )
x x

f x
 存在，则存在 0x 的某个空心邻域，使得 ( )f x 在该空心邻域内有界。 

3.保号性定理 

若
0

lim ( ) 0
x x

f x A


  ，，则存在 0x 的空心邻域 0( )oU x ，使得 0( )ox U x   恒有 ( ) 0f x  。 

4.不等式性质 

若
0

lim ( )
x x

f x
 与

0

lim ( )
x x

g x
 皆存在，且存在 0x 的某空心邻域 0( )oU x ，使得 0( )ox U x  ，有

( ) ( )f x g x ，则
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

 。 

第二节  无穷小量与无穷大量 

一、无穷小量 

（一）无穷小量的定义 

1．定义：若在自变量 x 的某个变化过程中有 lim 0y  ，则称变量 y 为 x 在该变化过程中的无

穷小量。 

2．注意：（1）谈到无穷小量时必须指明自变量的变化过程。 

（2）无穷小量指的是变量，零是唯一可以作为无穷小量的常数。 

（二）无穷小量与极限的关系 

定理:变量 y 以 A 为极限的必要充分条件是:变量 y 可以表示为 A 与一个无穷小量的和.即
lim y A 的充要条件是 ( )y A x  ， ( )x 是在该自变量变化过程中的无穷小量。 

（三）无穷小量的性质： 

1.有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量； 

2．有界变量与无穷小量的乘积是无穷小量； 

3．无穷小量与无穷小量的乘积是无穷小量； 

4.常量与无穷小量乘积是无穷小量； 

（四）无穷小量阶的比较 

无穷小量是以零为极限的变量，但收敛于零的速度有快有慢。考察两个无穷小量的比可对他们

的收敛速度快慢作出判断。 

设 ,  是同一过程中的两个无穷小量. 

1.若 0lim


 ，则称 α为比 β高阶无穷小量，或称 β为比 α低阶无穷小量,记作： ( )o   

2.若 0lim c


  ，则称 α与 β为同阶无穷小量。记作： ( )O   

3.若 1lim


 ，则称 α与 β为等价无穷小量。记作：   

二、无穷大量 
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（一）无穷大量定义 

如果对于任意给定的正数 E,变量 y 在其变化过程中,总有那么一个时刻,在那个时刻以后,不等

式 y E 恒成立,则称变量 y 是无穷大量,或称变量 y 趋近于无穷大.记作 lim y  。 

说明：（1）无穷大量不是很大的数，而是具有非正常极限的函数。 

（2）若 ( )f x 为 0x x 时的无穷大量，则 ( )f x 为 0( )U x 上的无界函数。反之，无界函数不

一定是无穷大量。 

（二）铅直渐近线 

如果 ( )f x 当 0x x 或 0x x 时为无穷大量，则称直线 0x x 为曲线 ( )y f x 的铅直渐近

线。 

三、无穷小量与无穷大量的关系 

定理：在变量 y 的变化过程中， 

(1)如果 y 是无穷大量,则
1

y
是无穷小量;(2)如果 y(≠0)是无穷小量,则

1

y
是无穷大量; 

第三节  极限的运算法则 

一、极限的四则运算法则 

(一)定理 1：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量 x y 以

A B 为极限，即有  lim x y lim x lim y A B     。 

推论：两个无穷小量的代数和仍为无穷小量。 

(二)定理 2：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量 xy以 AB
为极限，即有  lim xy lim x lim y AB  。 

推论 1：两个无穷小量的乘积仍为无穷小量。 

推论 2：常数因子可以提到极限符号外面，即 limcy c lim y 。 

推论 3：如果 n 是正整数，则有 

（1）  nnlim x lim x ； （2）  
1 1
n nlim x lim x  

(三)定理 3：在某一变化过程中，如果变量 x 和变量 y 分别以 A与 B 为极限，则变量
x

y
以

A

B
为

极限，即有
x lim x A

lim
y lim y B
  。 

二、极限计算方法 

（一）直接利用四则运算法则 

（二）复合函数的极限法则 

定理:设    y f u ,u x  ，则 y 是 x 的复合函数  y f x   ， 

若    
0x x u a

lim x a,lim f u A
 

  ，则    
0x x u a

lim f x lim f u A
 

    。 

(三) 未定式的极限计算方法 
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若所给的极限为
0

-
0


 


、 、 等无法直接利用四则运算法则计算的类型时，一般可利用约分法、

有理化法、变量代换法、同除以最高次幂法、通分法等一些具体方法，然后再利用四则运算法则计

算。 

（四）利用等价无穷小量计算极限 

1．等价无穷小的传递与代换性质 

设 0 0 0lim ,lim ,lim     ，则有 

（1）若 ~ , ~    ，则 ~  ； 

（2）若 ~  ，则 lim lim , lim lim
   
   
  。 

2．常用的等价无穷小量 

当 0x  时，有以下结论： 

21
1 1

2
xsin x ~ x, tan x ~ x, arcsin x ~ x, arctan x ~ x, e ~ x, cos x ~ x     

1

1 1 1n
x

ln x ~ x, x ~
n

      

第四节  两个重要极限 

一、极限存在的两个准则 

（一）两边夹准则(squeeze rule) 

若
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x A
 

  ，且存在 x0 的某空心邻域 Uo(x0,δ)，使得 0( , )ox U x   ，有

( ) ( ) ( )f x h x g x  ，则 lim ( )
n

h x A


 。 

（二）单调有界数列必有极限准则 

单调递增有上界数列有极限；单调递减有下界数列有极限。 

步骤：1.判断数列的单调性； 

2.证明数列是有界的； 

3.求极限。 

二、两个重要极限 

（一）第一重要极限：
0

1
x

sin x
lim

x
  

注意：（1）0/0 型；（2）一般形式
  0

sin ( )
lim 1

( )f x

f x

f x
 ；（3）

sin
lim 0
x

x

x
  

（二）第二重要极限：
1

lim(1 )n

n
e

n
   

公式变形为：1.
1

0
lim(1 ) x

x
x e


  ；2.

1
lim(1 )x

x
e

x
   

注意：（1）1 型 

（2）解题应使用凑指数幂，使得底数的第二项与指数互为倒数，同时注意变化趋势。 

(3) 公式可推广为： ( )

( )

1
lim (1 )

( )
f x

f x
e

f x
  ；

( )

( ) 0
lim [1 ( )] f x

f x
f x e


   

三、连续复利 
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设银行的年利率为r ，本金为 0A ，则 t 年后的本利和为
t

t rAA )1(0  ； 

若一年计n次利息，则到年终的本利和为 0 (1 )nr
A A

n
＝  

若计息时间无限缩短，每时每刻都计算利息，即令 n ，那么到年终的本利和为

0 0 0lim (1 ) lim (1 )

rn
n rr

n n

r r
A A A A e

n n 

 
    

 
＝ ， t 年后的本利和为 

tr

rt

r

n

n

nt

n
t eA

n

r
A

n

r
AA 000 )1(lim)1(lim 















＝  

所以，若以连续复利计算利息，则复利公式是
tr

t eAA 0＝ 。 

第五节  函数的连续性 

一、函数在某一点连续与间断 

（一）两种定义形式 

1.定义 1：设函数 )(xfy 在点 0x 的某一领域内有定义，若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，则称函数

( )y f x 在点 0x 处连续。 

说明：（1） )(xfy 在 0x 处有定义；（2）
0

lim ( )
x x

f x
 存在； 

（3）
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ；（4） )(xfy 在 0x 处连续和当 0x x 时有极限是有区别的。 

2.定义 2：设函数 )(xfy 在点 0x 的某一领域内有定义，若有 

  0)()(limlim 00
00




xfxxfy
xx

 

则称函数 )(xfy 在点 0x 处连续。 

（二）左连续与右连续 

1.左连续：若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x



－ ，即在 0x 左极限值等于函数值，就称 ( )f x 点 0x 左连续； 

2.右连续：若有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x



＋ ，即在 0x 右极限值等于函数值，就称 ( )f x 点 0x 右连续。 

函数 ( )f x 在点 0x 连续的充要条件是：函数 ( )f x 在点 0x 既是右连续又是左连续。 

（三）连续函数的和、差、积、商的连续性 

设函数 ( ), ( )f x g x 在点 0x 连续，则它们的和、差、积、商（ 0( ) 0g x  ）都在点 0x 处连续。 

（四）复合函数的连续性 

若函数 ( )f x 在点 0x 连续， ( )g u 在点 0u 连续，且 0 0( )u f x ，则复合函数 ( ( ))g f x 在点 0x 连

续。即:
0 0 0

0lim [ ( )] [lim ( )] [ (lim )] [ ( )]
x x x x x x

g f x g f x g f x g f x
  

    

二、函数 ( )f x 在区间上连续 

(一)定义 

1.函数  f x 在 ( , )a b 上连续的定义 

若  f x 在 ( , )a b 内每一点都连续,则  f x 在 ( , )a b 内连续, ( , )a b 为函数  f x 的连续区间。 

2. 函数  f x 在[ , ]a b 上连续的定义 
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若  f x 在 ( , )a b 内连续，且在 a 处右连续，在b 处左连续，即 

       
x a x b
lim f x f a , lim f x f b

  
   

则称  f x 在[ , ]a b 上连续。 

(二)初等函数的连续性定理 

一切基本初等函数都是其定义域上的连续函数。任何初等函数在其定义区间(包含在定义域内

的区间)内都连续。 

三、函数间断点及其分类 

（一）间断点定义：设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，如果 0x 不是函数 ( )f x 的

连续点，则称 0x 是 ( )f x 的间断点。 

（二）间断点的分类 

1.可去间断点：若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，而 ( )f x 在 0x 没有定义，或者有定义但 0( )f x A ，则称 0x

为 ( )f x 的可去间断点。 

2.跳跃间断点：若 ( )f x 在点 0x 存在左右极限，但
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 ，则称点 0x 为函数 

( )f x 的跳跃间断点。 

可去间断点和跳跃间断点统称第一类间断点，其特点是函数在该点处的左、右极限都存在。 

3.第二类间断点:函数在该点处至少有一侧的极限不存在，称为第二类间断点。 

四、闭区间上连续函数的性质 

（一）最值定理 

1.最值定义：函数 )(xf 在区间 I 上有定义，如果存在 0x I 使得 x I  ，都有 0( ) ( )f x f x （或

0( ) ( )f x f x ），则称 )( 0xf 为函数 )(xf 在区间 I 上的最大值（或最小值）。（最大最小值是在整个定

义区间上的） 

2.最值定理：若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，则它在 ba, 上必存在最大值和最小值。 

注意：“闭区间”，“函数 )(xf 连续”这两个条件缺一不可。 

3.推论（有界性定理）：若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，则它在 ba, 上有界。 

（二）介值定理 

1.介值定理：若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，且 )(af ≠ )(bf ，则对于 )(af 与 )(bf 之间的

任何数c ，在开区间 ba, 内至少存在一点 ξ，使得 cf )( 。 

注意：“闭区间”，“函数 )(xf 连续”这两个条件缺一不可。 

2.零点定理或根值定理：若函数 )(xf 在闭区间 ba, 上连续，且 )(af 与 )(bf 异号，则在开区

间 ba, 内至少存在一点 ξ，使得 0)( f 。 

3.推论：闭区间上的连续函数必能取得它的最大值与最小值之间的一切值。 
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第三章  导数与微分 

本章教学基本要求： 

1．理解导数的概念及可导性与连续性之间的关系，了解导数的几何意义； 

2．掌握基本初等函数导数公式、导数的四则运算法则； 

3. 掌握复合函数的链式求导法则； 

4．掌握隐函数的求导法则导数与对数求导法； 

5．理解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数； 

6．理解微分的概念，导数与微分之间的关系，基本初等函数的微分公式，函数和、差、积、

商微分法则， 

7. 掌握利用导数求微分的方法和微分形式不变性； 

8．了解微分的近似计算。 

本章知识点、重点与难点： 

知识点：导数的概念，导数的几何意义，函数的可导性与连续性之间的关系，基本初等函数的

求导公式，导数的四则运算法则，复合函数求导法，隐函数求导法，对数求导法，高阶导数，微分，

微分形式不变性。 

重点：基本初等函数求导公式，复合函数求导法，隐函数求导法，对数求导法，高阶导数。 

难点：导数与微分的概念，复合函数求导法。 

学时分配：9 学时 

第一节  导数的概念 

一、引例 

（一）变速直线运动的速度 

设 s表示一物体从某个时刻开始到时间t作直线运动所经过的路程，则 s是t的函数 )(tfs  。 

当时间由 0t 改变到 tt 0 时，物体在 t 这一段时间内所经过的距离为 

)()( 00 tfttfs  ，平均速度为
t

tfttf

t

s
v









)()( 00 。当 t 很小时，可用v近

似表示物体在时刻 0t 的速度， t 越小，近似程度就越好。当 0t 时，若极限
t

s
t 


 0

lim 存在，

就称此极限为物体在时刻 0t 的瞬时速度，即 

t

tfttf

t

s
v

tttt 









)()(
limlim 00

000
 

（二）曲线切线的斜率问题 

设有曲线 C 及 C 上一点 M，在点 M 外另取 C 上一点 N 做割线 MN。当 N 沿曲线 C 趋于点 M
时，如果割线 MN 的极限位置为 MT，则称直线 MT 为曲线 C 在点 M 处的切线。 

设割线 MN 与 X 轴的夹角为切线 MT 与 X 轴的夹角为 。曲线方程为 )(xfy  ,点 M 的坐

标 为 (x0 ， y0) ， 点 N 的 坐 标 为 0 0( , )x x y y    。 于 是 ， 割 线 MN 的 斜 率 为

0 0( ) (
tan

f x x f xy

x x
   
 
 

）。 
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当点N沿曲线C趋向点M时，就有 0,x     ，割线的斜率 tan就会无限接近切线 tan
的斜率,又由极限的定义，有 

0 0

0 0

( ) (
tan lim lim

x x

f x x f xy
k

x x


   

  
  

 
）

 

即为切线的斜率。 

二、导数概念 

（一）函数在一点的导数定义 

1.定义 

设函数 ( )f x 在点 0x 的某个领域内有定义，当自变量在点 0x 处取得改变量 0x 时，函数

( )f x 取得相应的改变量 )()( 00 xfxxfy   

若 0x 时，
x

y
x 


 0

lim 存在，即
x

xfxxf

x

y
xx 









)()(
limlim 00

00
存在，则称此极限值为函数

( )f x 在点 0x 处的导数(或微商)，并称 )(xfy 在点 0x 处可导，记作： )( 0xf  或
0xx

y


 或
0xxdx

dy


或

0xxdx

df


。 

2.导数的定义也可取如下两种形式 

0 0
0

0

0
0

( ) ( )
( ) lim

( ) ( )
( ) lim

h

x x

f x h f x
f x

h
f x f x

f x





  

 
。

0x-x

 

3.利用导数定义求导数的步骤 

（1）求增量： )()( xfxxfy   

（2）作比值：
x

xfxxf

x

y






 )()(

 

（3）求 0x  时,
y

x




的极限,即
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
y f x

x x   

      
 

 

（二）导数的几何意义 

函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数 0( )f x ，就是曲线 ( )f x 在点 0 0( , )M x y 处的切线的斜率。 

若 α表示这个切线与 x 轴正向的夹角，则 '( ) tanf x  。从而 '( ) 0f x  意味着切线与 x 轴正

向的夹角为锐角； '( ) 0f x  意味着切线与 x 轴正向的夹角为钝角； '( ) 0f x  表明切线与 x 轴平行。 

若 函 数 在 点 0x 处 可 导 ， 则 曲 线 ( )y f x 在 点 0 0( , ( ))M x f x 处 的 切 线 方 程 为

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x    

（三）函数在一点的左右导数 

1.定义：设函数 ( )f x 在点 0x 的某个邻域内有定义，若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x

 





存在，则称之

为 ( )f x 在点 0x 处的左导数，记作 0' ( )f x ；若 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x

 





存在，则称之为 ( )f x 在

点 0x 处的右导数，记作 0' ( )f x 。 

2.定理: 函数 ( )y f x 在点 0x 处可导的充要条件是左右导数都存在且相等。 

（四）导函数 
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1．导函数的定义 

若函数 ( )y f x 在区间内的每一点都可导，则在该区间内每取一个自变量 x 的值，就可得到一

个唯一对应的导数值，这就构成了一个新的函数，称为原函数 ( )y f x 的导函数，记做

( )
, ( ), ,

dy df x
y f x

dx dx
  。 

导函数往往简称为导数。表示为
0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
f x

x x   

     
 

。 

2．函数 ( )f x 在区间 ( , )a b 上可导 

如果函数 ( )y f x 在在区间 ( , )a b 内每一点 x 处均可导，则称函数 ( )y f x  

在区间 ( , )a b 内可导。 

三、可导与连续的关系 

定理 ：若函数在点 0xx  处可导，则函数在点 0xx  处连续。 

注意： 

（1）定理的逆命题不成立；（2）定理的逆否命题一定成立，即若函数在点 0xx  处不连续，

则函数在 0xx  处不可导；（3）可导函数的导数不一定连续。 

第二节  导数的基本公式与运算法则 

一、函数和、差、积、商求导法则 

设 vu , 都是 x 的可导函数，则有： 

（一） vuvu  )(  

（二） vuvuuv )(   特别 vccv )(   可推广到有限个 

（三） 2
)(

v

vuvu

v

u 
   特别 2

)(
v

vc

v

c 
  

二、复合函数求导法则 

设 )(xu  在点 x 可导， )(ufy 在相应的点u 可导，则复合函数 ))(( xfy  在点 x 可导，且

dx

du

du

dy

dx

dy
 或 )()( xufyx  。 

三、隐函数求导法则 

只要把 y 看作 x 的函数，利用复合函数求导法，将方程 0),( yxF 的两边分别对 x 求导数，然

后解出 xy ，即得隐函数的导数。 

四、取对数求导法 

当所给的两个函数是几个式子的连乘与连除形式时，对等号两端同时取自然对数，然后利用隐

函数求导法则即可求得。 

五、分段函数求导 

对于分段函数，其各区间段内导数的求法与一般所讲的导数的求法无异，要特别注意的是分界

点 0xx  处的导数一定要用(左、右)导数的定义求，即 
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0

0
0

0

( ) ( )
' ( ) lim

x x

f x f x
f x

x x






  或  0 0

0
0 0

( ) ( )
' ( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x 
 

 
 
 


 

 

六、基本初等函数的求导公式 

（一）常量函数求导：  0C   

（二）幂函数求导： )()( 1 Rxx      

（三）指数函数求导： ( ) ln ( 0, 1)x xa a a a a    ,特别 xx ee )(  

（四）对数函数求导：
1

(log ) ( 0, 1)
ln

x
a a a

x a
    ,特别

x
x

1
)(ln   

（五）三角函数求导： 
xx cos)(sin  ；  xx 2sec)(tan  ； xxx tansec)(sec  ； 

xx sin)(cos  ； xx 2csc)(cot  ； xxx cotcsc)(csc   

（六）反三角函数求导： 

2

1
(arcsin ) ( 1 1)

1
x x

x
    


；

2

1
(arccos ) ( 1 1)

1
x x

x
    


 

2

1
(arctan )

1
x

x
 


； 2

1
( cot )

1
arc x

x
  


 

第三节  高阶导数 

一、高阶导数的定义 

一般地，若函数 ( )y f x 的导数 ( )f x 在点 x 处可导，则称 ( )f x 在点 x 处的导数为函数

( )y f x 在点 x 处的二阶导数。记作： )(xf  ， y ，或
2

2

dx

yd
 

类似地，二阶导数的导数就称作函数 ( )y f x 的三阶导数，记作： 

)(xf  ， y  ，或
3

3

dx

yd
 

一般地，定义 ( )y f x 的n 阶导数为 ( )y f x 的 1n 阶导数的导数，即 

)()( ),( nn yxf ，或
n

n

dx

yd
 

二阶和二阶以上的导数统称为高阶导数。函数 ( )y f x 的各阶导数在点 0xx  处的数值记

为： )( 0xf  ， )( 0xf  ，…， )( 0
)( xf n

或
0xx

y


 ，
0xx

y 
 ，…，

0

)(

xx

ny
  

二、高阶导数的求法 

一般地，求高阶导数就是多次接连地求导数。当求n 阶导数时，一般情况下都有规律可循，可

相应地依次求低阶导数，发现规律，得出n 阶导数。 

第四节  微分 

一、微分的定义 

（一）引例：热胀冷缩原理的数学分析 
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一般地，若函数 )(xfy 满足一定条件，则函数的增量 y 可表示为 

)( xoxAy  ， 

且 A是不依赖于 x 的常数，因此 A x 是 x 的线性函数，且 )( xoxAy   

所以，当 0A ，且 x 很小时，我们可近似地用 A x 来代替 y 。 

（二）定义 

设函数 )(xfy 在某区间内有定义， 0x 及 xx 0 在此区间内，若函数的增量

)()( 00 xfxxfy  可表示为 )( xoxAy  。其中 A是不依赖于 x 的常数，则称函数

)(xfy 在点 0x 是可微的，而 A x 叫做函数 )(xfy 在点 0x 相应于自变量增量 x 的微分，记作

dy，即 xAdy  。 

（三）微分与可导的关系 

若函数 )(xfy  在点 x 处可微，则它在点 x 处一定可导，且 

xxfxAdy  )( ；反之，若 )(xfy 在点 x 处可导，则它在点 x 处也可微。 

自变量的微分就是它的改变量 x ，即 xdx  。则 )(xf
dx

dy  ，故导数又称为微商。 

（四）微分的几何意义 

曲线在一点的切线上的纵坐标的改变量。当 x 很小时，可以用切线段来近似代替曲线段。 

二、微分法则 

（一）基本初等函数的微分公式 

1.常量函数微分： ）为常数(C0dC  

2.幂函数微分： )(( 1 Rdxxxd    ）  

3.指数函数微分： ( ) ln ( 0, 1)x xd a a adx a a     特别 dxeed xx )(  

4.对数函数微分：
1

(log ) ( 0, 1)
ln

x
a a a

x a
        特别

x
x

1
)(ln   

5.三角函数微分： 

(sin ) cosd x xdx ； 2(tan ) secd x xdx ； (sec ) sec tand x x xdx ；   (cos ) sind x xdx  ；
2(cot ) cscd x xdx  ； (csc ) csc cotd x x xdx   

6.反三角函数微分： 

2
1 1

1
(arcsin ) ( )   



dx
d x x

x
；

2
1 1

1
(arccos ) ( )    



dx
d x x

x
； 

21
)(arctan

x

dx
xd


 ；      

21
)cot(

x

dx
xarcd


  

（二）函数和、差、积、商微分运算法则 

设 ,u v 都是 x 的可微函数，则有： 

1. dvduvud  )(  

2. udvvduuvd )( ，特别 cdvcvd )(   可推广到有限个 

3. 2
)(

v

udvvdu

v

u
d


 ，特别 2

)(
v

cdv

v

c
d   

（三）复合函数微分法则 

1.复合函数微分法则 

设 )(xu  在点 x 可导， )(ufy 在相应的点u 可导，则复合函数 ))(( xfy  在点 x 的微分为
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dxxufdxydy x )()(  。 

2.微分形式不变性 

在复合函数的微分法则中，由于 dxxdu )(  ，所以复合函数 ( ( ))y f x 的微分公式也可写

成 duufdy )( ，或 duydy u 。 

由此可见，无论u 是自变量还是中间变量，微分形式 duufdy )( 保持不变。这一性质称为微

分形式不变性。 

三、微分的近似计算 

在实际应用问题中，常会遇到一些复杂的计算公式，如果直接用这些公式进行计算，往往费时

费力，而利用微分则可把一些复杂性的计算公式 用简单的近似公式来代替。 

由微分定义 0( ) ( )y f x x x     ，当 x 很小时， ( )oy f x x dy   ， 

x 越小，近似程度越好。上式还可表示为 0 0 0( ) ( ( )f x x f x f x x    。 

令 0x x x  ，则有 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x x   。 

特别地当 0 0x  时，有 ( ) (0) (0)f x f f x  。当 x 很小时,  可以推得下列各式： 

（1） 1 1n x
x

n
               （2） 1xe x          （3） ln(1 )x x   

（4）sin x x     ( x为弧度)   （5） tan x x     ( x为弧度) 
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第四章  导数的应用 

本章教学基本要求： 

1．理解罗尔(Rolle)定理和拉格朗日(Lagrange)中值定理，了解柯西(Cauchy)中值定理,掌握这三

个定理的简单应用； 

2．会利用洛必达法则求极限； 

3．掌握函数单调性的判别方法及简单应用； 

4. 掌握函数极值、最大值和最小值的求法（含简单的应用题）； 

5．会用导数判断函数图形的凹向，会求函数图形的拐点和渐近线； 

6．掌握函数作图的基本步骤和方法,会做简单函数的图形； 

7．了解导数的经济意义（边际和弹性的概念）。 

本章的知识点 重点和难点 

知识点：微分中值定理  洛必达(L’Hospitai)法则求极限  函数的单调性  函数的极值  函数图

形的凹向性、拐点、渐近线  函数图形的描绘  函数的最大值与最小值 

重点：洛必达(L’Hospitai)法则求极限  函数图形的描绘  函数的最大值与最小值 

难点：洛必达(L’Hospitai)法则求极限 

学时分配：9 学时 

第一节  中值定理 

一、罗尔(Rolle)定理 

（一）定理 1 （Rolle 定理） 

若函数 ( )f x 满足如下条件：（1）区间[ , ]a b 上连续；（2） ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导； 

（3） ( ) ( )f a f b 。则在 ( , )a b 内至少存在一点，使得 '( ) 0f   。 

（二）几何意义 

在每点都有切线的一段曲线上，若两端点高度相同，则在此曲线上至少存在一条水平切线。 

罗尔定理肯定了点的存在性及其取值范围，却不能肯定点的确切个数及准确位置。 

注意：定理中三个条件缺一不可。但也不能认为定理条件不全具备，就一定不存在属于 ( , )a b  

的，使得 '( ) 0f   。 

二、拉格朗日(Lagrange)中值定理 

（一）定理 2（Lagrange 中值定理） 

若函数 ( )f x 满足如下条件：（1）区间[ , ]a b 上连续；（2） ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导； 

则在 ( , )a b 内至少存在一点，使得
( ) ( )

'( )
f b f a

f
b a

 



。 

（二）几何意义 

如果曲线弧AB 是连续的，除端点外处处具有不垂直于 x 轴的切线，则在曲线弧AB 上至少有

一点 C，在该点处曲线的切线平行于弦 AB。 

（三）几种变形，可根据不同场合灵活采用 

( ) ( ) '( )( ),f b f a f b a a b       

( ) ( ) '[ ( )]( ),0 1f b f a f a b a b a         
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( ) ( ) '( ) ,0 1,f a h f a f a h h b a h          

（四）推论 

推论 1．若函数 ( )f x 在区间 I 上可导，且 '( ) 0f x  ，则 ( )f x 为 I 上的一个常量函数。 

推论 2: 若函数 ( )f x )和 ( )g x 在区间 ( , )a b 内可导，并且 '( ) '( )f x g x ，则在 ( , )a b 内

( ) ( )f x g x C  （C 为常数） 

三、柯西(Cauchy)中值定理 

定理 3 （Cauchy 中值定理） 

若函数 ( )f x 和 ( )g x 满足如下条件：（1） ( )f x 和 ( )g x 在闭区间[ , ]a b 上连续；（2） ( )f x 和

( )g x 在开区间 ( , )a b 内可导；（3） '( )f x 与 '( )g x 在 ( , )a b 内不同时为零；（4） ( )g a ≠ ( )g b 。 

则在 ( , )a b 内至少存在一点，使得
'( ) ( ) ( )

'( ) ( ) ( )

f f b f a

g g b g a








 

第二节  洛必达法则 

两个无穷小量之比的极限或两个无穷大量之比的极限，有的存在，有的不存在，称这类极限为

“未定式”，记为
0

0




、 。 

一、
0

0
型不定式极限 

定理：若函数 ( )f x )和 ( )g x 在点 0x 的某一邻域（点 0x 可以除外）内有定义，且满足条件： 

（1）
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
 

   

（2） ( )f x )和 ( )g x 在 0x 的某空心邻域内可导，且   0g x  ； 

（3）
0

'( )
lim ( , , )

'( )x x

f x
A A R

g x
    或  

则
0 0

( ) '( )
lim lim

( ) '( )x x x x

f x f x
A

g x g x 
   

二、


 型不定式极限 

定理: 若函数 ( )f x )和 ( )g x 在点 0x 的某一邻域（点 0x 可以除外）内有定义，且满足条件： 

（1）
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

    

（2） ( )f x )和 ( )g x 在 0x 的某空心邻域内可导，且   0g x  ； 

（3）
0

'( )
lim ( , , )

'( )x x

f x
A A R

g x
   或  

则
0 0

( ) '( )
lim lim

( ) '( )x x x x

f x f x
A

g x g x 
   

注：（1）若
0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
仍为

0

0
或




型可继续对此极限式应用洛必达法则，由此 
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类推可多次连续使用此法则。 

0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
=

0

"( )
lim

"( )x x

f x

g x
=……=

0

( )

( )

( )
lim

( )

n

nx x

f x

g x
=…… 

（2）求导过程中要注意化简，也可使用其它求极限的方法，如等价无穷小代换等。 

(3)当
0

'( )
lim

'( )x x

f x

g x
不存在时（不是），洛必达法则失效，

0

( )
lim

( )x x

f x

g x
仍可能存在。 

三、其他未定式的极限 

洛必达法则解决



、
0

0
型未定式的极限问题，针对 0 、  、 1 、 00 、 0 等型的未定式

的极限问题，可经过适当的转换，将它们化为
0

0
或



型未定式，然后利用洛必达法则求极限。 

（一） 



1

0 或
0

1
00   

（二）
00

00

0

1

0

1




  

（三）

0

0

0

1



 

 取对数

0 ln0

ln1

0 ln



  

 0  

第三节  函数单调性与极值问题 

一、函数单调性判断 

定理：设函数 )(xf 在区间 ba, 内可导，那么 

（1） 如果 ( , )x a b 时恒有 '( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 内单调增加； 

（2） 如果 ( , )x a b 时恒有 '( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 内单调减少； 

注意： 如果在区间 ba, 内 '( ) 0f x  （或 '( ) 0f x  ），但等号只在个别点处成立，则函数 )(xf
在 ba, 内仍是单调增加（或单调减少）的。 

二、函数极值 

（一）函数极值定义 

设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域内有定义，如果对该邻域内一切异于 0x 的 x ，恒有

)()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的一个极大值，点 0x 称为函数 )(xf 的极大值点；如果对

该邻域内一切异于 0x 的 x ，恒有 )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的一个极小值，点 0x 称

为函数 )(xf 的极小值点。极值是曲线增减的局部转折点。 

（二）函数极值存在的必要条件 

定理：设函数 )(xf 在点 0x 处具有导数，且 0x 是极值点，则必有 0'( ) 0f x  。 

说明：此命题的逆命题不一定成立,极值点还有可能是导数不存在的点。所以，函数的极值点

必是函数的驻点或导数不存在的点，反之不成立。 
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（三）判定极值的充分条件 

1.第一充分条件 

设函数 )(xf 在 0x 的某邻域 ）（   00 , xx 内连续且可导（在点 0x 处导数可以不存在） 

（1）如果当 0 0( , )x x x  时， 0'( ) 0f x  ，而当 0 0( , )x x x   时， 0'( ) 0f x  ，则函数 )(xf

在点 0x 处取极大值 )( 0xf ； 

（2）如果当 0 0( , )x x x  时， 0'( ) 0f x  ，而当 0 0( , )x x x   时， 0'( ) 0f x  ，则函数 )(xf

在点 0x 处取极小值 )( 0xf ； 

（3）如果当 0( )ox U x 时， 0'( )f x 不变号，则 )(xf 在 0x 处无极值。 

2.第二充分条件 

设函数 )(xf 在点 0x 处具有二阶导数，且 0'( ) 0f x  , 0''( ) 0f x  ，那么 

（1）若 0''( ) 0f x  ，则 0x 是函数的极小值点； 

（2）若 0''( ) 0f x  ，则 0x 是函数的极大值点。 

三、函数最值 

若函数在闭区间上连续，则该函数在此区间上一定存在最大值和最小值。闭区间上求最值的方

法： 

1．求出函数在闭区间上所有驻点和不可导点，设其为有限个，得到可能极值点 nxxx ,,, 21  ； 

2．计算出函数值 )(,),(),( 21 nxfxfxf  以及 )(af ， )(bf ； 

3．比较 2 中所有函数值的大小，其中最大者即为最大值，最小者即为最小值。 

注意：（1）闭区间上单调函数最值为其端点处函数值； 

（2）如果函数在开区间上有且仅有一个极大值，而没有极小值，则此极大值为函数的最大值，

极小值亦然； 

在某些实际问题中，往往可以根据问题的实际意义确定可导函数 )(xf 的最值一定在定义区间

内部取得。这时，如果 )(xf 在定义区间内只有唯一的驻点，则不必讨论该驻点是否为极值点，可

直接断定该驻点处是函数的最值。 

第四节  曲线的凹向与拐点 

一、曲线凹向的定义 

若曲线 )(xf 在区间 ba, 内曲线段总位于其上任一点处切线的上方，则称曲线在 ba, 内是凹

的（上凹）；若曲线总位于其上任一点处切线的下方，则称曲线在 ba, 内是凸的（下凹） 

二、曲线凹向的判定定理 

定理：设 )(xf 在 ba, 上连续，在 ba, 内具有一阶和二阶导数，则有 

（1）若在 ba, 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 上的图形是凹的（） 

（2）若在 ba, 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ba, 上的图形是凸的（） 

三、拐点及其求法 

（一）拐点定义：凹弧与凸弧的分界点 )( 00 xfx ，（ 称为拐点。 

注意：拐点是 0)( ＝xf  的点或 )(xf  不存在的点，反之不成立。 
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（二）求曲线凹向与拐点的步骤： 

1.求定义域 

2.求 )(xf  （写成乘积形式）。 

3.求 0)( ＝xf  的点和 )(xf  不存在的点。 

4.用上述点将定义域分成若干小区间，考查每个小区间上 )(xf  的符号，并判断凹凸性。 

5.若 )(xf  在点 0x 两侧异号，则 )( 00 xfx ，（ 是拐点，否则不是。 

第五节  函数图形的作法 

一、渐近线 

定义：若曲线C 上的动点P沿着曲线无限地远离原点时，点P 与某一固定直线L的距离趋于

零，则称直线L为曲线C 的渐近线。 

（一）水平渐近线 

若 bxf
x




)(lim ，或 bxf
x




)(lim ， bxf
x




)(lim 成立，则称直线 by  为曲线 )(xfy  的水

平渐近线。 

（二）垂直渐近线 

若 


)(lim
0

xf
xx 或




)(lim
0

xf
xx ＋ , 


)(lim

0

xf
xx － 成立，则称直线 0xx   为曲线 )(xfy  垂直

渐近线 

（三）斜渐近线 

若  lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   成立，则称 baxy  为曲线 )(xfy  斜渐近线。 

其中：
( )

lim ; lim( ( ) )
x x

f x
a b f x ax

x 
    

二、曲线做图的一般作法 

步骤： 

1．求函数的定义域,值域,考察奇偶性，周期性 

2．确定函数的单调区间，极值点,凹凸区间及拐点 

3．考察曲线的渐近线 

4．画出坐标轴，标出特殊点（极值点、拐点、及与坐标轴的交点等），画出渐近线 

5．据讨论结果逐段描绘函数图象。 

第五节  变化率及相对变化率在经济中的应用 

一、函数绝对变化—边际函数 

（一）边际函数的概念 

1.边际函数定义 

设函数 ( )y f x 可导，导函数 )(xf  也称为边际函数。 

称 0 0( ) ( )f x x f xy

x x

  


 
为 ( )f x 在 0 0( , )x x x  内的平均变化率（平均变化速度）。 
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称 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x   

  


 
为 ( )f x 在点 0x x 处的边际函数值（变化速度）。 

2.边际的含义 

( )f x 在 0x x 处，当 x产生一个单位的改变时， y 近似改变 0'( )f x 个单位。 

0 0 00 0
1 1 1

| | '( ) | '( )x x x x x x
x dx dx

y dy f x dx f x  
   

     

（二）经济中常见的边际函数 

1.边际成本函数： 

总成本的变化率 '( )C Q ，称为边际成本。 

边际成本 '( )C Q 应表示当已生产了Q 个单位产品时，再增加一个单位产品时总成本增加的数

量。 

2.边际收益函数： 

总收益的变化率 '( )R Q ，称为边际收益。它表示销售Q 个单位产品后，再销售一个单位的产品

所增加的收益。 

3.边际利润函数： 

令 ( ) ( ) ( )L Q R Q C Q  ,则称 ( )L Q 为利润函数 ,利润函数的变化率 '( )L Q ，称为边际利润

'( ) '( ) '( )L Q R Q C Q   

它表示若已经生产了Q 个单位的产品，再多生产一个单位的产品总利润的增加量。 

（三）利润极大化原则 

( )L Q 取得最大值的必要条件： '( ) 0L Q  ； ( )L Q 取得最大值的充分条件： ''( ) 0L Q  。 

二、函数的相对变化率——函数的弹性（弹性分析） 

（一）弹性函数的概念 

设函数 ( )f x 在点 0x x 处可导，函数的相对改变量
0 0

0 0

( ) ( )

( )

f x x f xy

y f x

  
 ，与自变量的相对

改变量
0

x

x


之比

0

0

/

/

y y

x x




，称为函数 ( )f x 从 0x x 到 0x x x   两点间的相对变化率，或称两点

间的弹性。当 0x  时，
0

0

/

/

y y

x x




的极限称为 )(xf 在 0x x 处的相对变化率，也就是相对导数，

或称弹性。 

0 0

/
lim lim ( ) '( )

/ ( )x x

Ey y y y x x
f x

Ex x x x y f x   

 
    

 
 

0( )
E

f x
Ex

表示在点 0x 处，当 x改变 1%时， )(xf 近似地改变 0( )
E

f x
Ex

%。 

（二）需求函数与供给函数 

1.需求函数: 

设P表示商品价格，Q 表示需求量，那么 )(PfQ  为需求函数。 

一般地,需求量随价格上涨而减少。因此，通常需求函数是价格的单调减少函数。 

需求量Q 对价格P 的导数， '( )f P 称为边际需求函数。它表示价格上涨一个单位，需求量将

减少 '( )f P 个单位。 

2.供给函数: 

设P 表示商品价格，S 表示供给量，那么 ( )S P 为供给函数。一般地，商品供给量随商

品价格上涨而增加，因此商品供给函数S 是商品价格P的单调增加函数。 
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3.供需平衡点 

需求函数Q 是单调减少函数，供给函数 S 是单调增加函数，把需求曲线和供给曲线（供给函

数的图形）画在同一坐标系中，他们将相交于点处 ( , )P Q ，P 是供需平衡的价格，叫均衡价格；Q

是均衡数量。 

（三）需求弹性与供给弹性 

1.需求价格弹性 

某商品需求函数 ( )Q f P 在 0P P 处可导，
0

0

PQ

P Q


 
 成为该商品在 0P P 与 0P P P   两

点间的需求弹性。记作：
0

0 0
0

( , )
PQ

P P P
P Q

 
    


 

称
0 0

00
0 0

/
lim ( ) '( )

/ ( )P

Q Q P
f P

P P f P 


  
 为该商品在 0P P 处的需求弹性。记作： 

0

0
0 0

0

| ( ) '( )
( )P P

P
P f P

f P
      

2.供给价格弹性 

设某商品的供给函数 ( )Q P 在点 0P 处可导，称
0

0 0
0

( , )
PQ

P P P
P Q

 
   

 为该商品在 0P 和

0P P  两点间的供给弹性；称
0

0
0 0

0

| ( ) '( )
( )P P

P
P P

P
  

   为在 0P 处的供给弹性。 
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第五章  不定积分 

本章的教学基本要求： 

1．理解原函数与不定积分的概念，掌握不定积分的基本性质； 

2．掌握基本积分公式； 

3．掌握不定积分的换元积分法； 

4. 掌握不定积分的分部积分法； 

本章的知识点 重点和难点： 

知识点：原函数和不定积分的概念，不定积分的基本性质，基本积分公式，不定积分的换元法

和分部积分法 

重点:不定积分的概念，基本性质和基本积分公式，不定积分的换元法和分部积分法 

难点: 不定积分的换元法和分部积分法 

学时分配：6 学时 

第一节  不定积分的概念与性质 

一、原函数 

（一）定义：设 ( )f x 是定义在某区间上的已知函数，如果存在一个函数 ( )F x ，对于该区间上

每一点满足： '( ) ( )F x f x 或者 ( ) ( )dF x f x dx 。就称 ( )F x 为函数 ( )f x 的原函数。 

（二）原函数存在定理： 

1.若函数 ( )f x 在区间上连续，则 ( )f x 在该区间上存在原函数 ( )F x 。 

2.设 ( )F x 是 ( )f x 在某区间上的一个原函数，则 

（1） ( )F x C 也是 ( )f x 的原函数，其中C是任意常数； 

（2） ( )f x 的任意两个原函数之间只可能相差一个常数。 

二、不定积分的定义 

设函数 ( )F x 是 ( )f x 在区间上的一个原函数，则 ( )f x 的所有的原函数称为 ( )f x 的不定积分。

记作： ( )f x dx 。即 ( ) ( )f x dx F x C   

其中  为积分号， )(xf 为被积函数， ( )f x dx 为被积表达式， x为积分变量。 

三、不定积分的几何意义 

若 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，则称 ( )y F x 的图像为 ( )f x 的一条积分曲线。则函数 )(xf 的

不定积分就表示 ( )f x 的某一条积分曲线沿纵轴方向任意平移所得一切积分曲线组成的曲线族。显

然，若在每一条积分曲线上横坐标相同的点处作切线，则这些切线是平行的。任意两条积分曲线的

纵坐标之间相差一个常数。 

四、不定积分的性质 

（一）不定积分与微分（或导数）互逆 

1．[ ( ) ] ' ( )f x dx f x  或者 ( ) ( )d f x dx f x dx  
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2. ('( ) )F x dx F x C    或者  ( ) ( )dF x F x C   

（二）和差函数的不定积分等于不定积分的和差。即 

[ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

（三） ( ) ( ) ( 0 )kf x dx k f x dx k   ，为常数  

五、基本积分公式 

由基本初等函数求导公式可以相应地得到如下基本积分公式： 

（一） dx x c   

（二） 
!1

( 1)
1

x dx x c  


   
  

（三）
1

ln | |dx x c
x

   

（四）
1

( 0, 1)
ln

x xa dx a c a a
a

     

（五） x xe dx e c   

（六） sin cosxdx x c    

（七） cos sinxdx x c   

（八） 21
sec tan

cos
dx dx x c

x
     

（九） 2
2

1
csc cot

sin
dx xdx x c

x
      

（十） sec tan secx xdx x c   

（十一） csc cot cscx xdx x c    

（十二）
2

1
arctan

1
dx x c

x
 

  

（十三）
2

1
arcsin

1
dx x c

x
 


  

说明：基本积分公式是以 x为积分变量的，将基本公式中所有 x换成其它字母亦成立。 

第二节  换元法 

一、第一类换元法 

（一）定理：设 ( )f u 的原函数为 ( )F u ， ( )u x 可导，则 ( ( ))F x 是 [ ( )] '( )f x x  的原

函数，即  [ ( )] '( ) ( ) ( ) [ ( )]f x x dx u x f u du F u c F x c         。 

这种将 [ ( )] '( )f x x dx  利用中间变量u 化为 ( )f u du 。则可直接（或稍微变形就可）应用

基本积分公式求得结果，再将u 还原成 ( )x 的积分法，称为第一类换元积分法，也叫凑微分法。 

说明：使用第一换元积分法的关键是设法把被积表达式 ( )f x dx 凑成 [ ( )] '( )f x x dx  的形式，
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以便选取变换 ( )u x ，化为易于积分的 ( )f u du ，最终再把新引入的变元u还原成起初的变元 x。 

（二）第一换元积分法的基本步骤： 

1.先把被积函数 ( )f x “凑”成 [ ( )] '( )g x x  的形式； 

2.令 ( )u x ，则 '( )du x dx ，于是有 ( ) [ ( )] '( ) ( ) [ ( )]f x dx g x x dx g u du F x C         

3.利用积分表达式求出 ( ) ( )g u du F u C   

4.将 ( )u x 带回原变量 x，即 ( ) ( ) [ ( )]f x dx g u du F x C     

二、第二换元积分法 

（一）定理：设函数 ( )x t 连续， '( )t 存在且连续，其反函数
1( )t x 存在且可导，若

[ ( )] '( ) ( )f t t dt F t C    ，则
1( ) [ ( )] '( ) ( ) [ ( )]f x dx f t t dt F t C F x C         。 

（二）三角换元法 

利用三角函数换元，变根式积分为三角有理式积分 

被积函数 ( )f x 含根式 所作代换 
2 2a x  sinx a t  

2 2a x  tanx a t  
2 2x a  secx a t  

第三节  分部积分法 

分部积分法则 

定理：若 ( )u x 与 ( )v x 可导，且不定积分 '( ) ( )u x v x dx 存在，则 ( ) '( )u x v x dx 也存在，并有

( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x dx    

或：   udv uv vdu    

此定理的关键问题在于如何把被积函数分成两部分，如何选取u 与dv。 

选取原则：1.积分容易者dv，或是由 '( )v x 容易求 ( )v x ； 

2.求导简单者选为u。在两者不可兼得的情况下，首先保证前者。 

3.不定积分 vdu 要比原不定积分 udv 容易求。 
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第六章  定积分 

本章的教学基本要求: 

1．了解定积分的概念和几何性质；了解定积分的基本性质； 

2．理解变上限定积分定义的函数并会求它的导数； 

3．熟练运用牛顿一莱布尼兹公式计算定积分； 

4．熟练掌握定积分的换元法和分部积分法； 

5．会利用定积分求平面图形的面积；会利用定积分求解简单的经济应用问题； 

6．了解广义积分的概念，会计算广义积分。 

本章的知识点、重点和难点 

知识点：定积分的概念和基本性质，变上限定积分定义的函数及其导数，牛顿-莱布尼兹公式，

定积分的换元法与分部积分法，定积分的应用，广义积分。 

重点：定积分的计算，平面图形的面积的计算。 

难点：定积分与不定积分的关系。 

学时分配：6 课时 

第一节  定积分的概念 

一、曲边梯形的面积 

（一）曲边梯形 

在直角坐标系中，由连续曲线 )(xfy 与三条直线： 0,,  ybxax 所围成的图形称为曲

边梯形。其中，在 x 轴上的线段称为曲边梯形的底边，曲线段称为曲边梯形的曲边。 

任意曲线围成的平面图形的面积，在适当选择坐标系后，往往可以化为两个曲边梯形面积的差。 

（二）曲边梯形的面积计算方法 

1.分割：任取分点 bxxxxxxxa nnii   11210  把曲边梯形的底

],[ ba 分成n 个小区间： ],[ 10 xx ， ],[ 21 xx ，…， ],[ 1 ii xx  ，…， ],[ 1 nn xx  。小区间 ],[ 1 ii xx  的长

度记为 1 iii xxx   ni ,,2,1  。 

过各分点作垂直于 x 轴的直线，把整个曲边梯形分成n 个小曲边梯形，其中第 i 个小曲边梯形

的面积为 ),,2,1( niAi  。 

2.求和：在第 i 个小曲边梯形的底 ii xx ,1 上任取一点 )( 1 iiii xx   它所对应的函数

值时 )( if  ，用相应的宽为 ix ，长为 )( if  的小矩形面积来近似代替这个小曲边梯形的面积，即：

   nixfA iii ,2,1    。 把n 个小矩形面积相加得和式它就是曲边梯形面积 A的近

似值，即  



n

i
ii xfA

1

  

3.求极限：分割越细，   ii xf  就越接近于曲边梯形的面积 A，当最大的小区间长度趋近于

零，即  0( max )i
i

x    时，和式  
1

n

i i
i

A f x


  的极限就是 A，故有 

 
1

n

i i
i

A f x
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可见，曲边梯形的面积是一个和式的极限。 

二、定积分的定义 

（一）定义：如果函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上有定义，用点 bxxxxa nn  110  ，

将区间 ],[ ba 分成n 个小区间 ii xx ,1  ni ,,2,1  ，其长度为 1 iii xxx ，在每个小区间上任

取一点  iiii xx   1 ，则乘积    nixf ii ,2,1 称为积分元素。总和  



n

i
ii xfS

1

 称

为积分和。如果当n 无限增大，而 ix 中最大者   i
i

xxx  max0 时，总和S 的极限存在，

且此极限与 ],[ ba 的分法以及 i 的取法无关。则称函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上是可积的，并将此极限

值称为函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上的定积分，记为  
b

a
dxxf 。即     i

n

i
i

x

b

a
xfdxxf  


1

0
lim  。 

其中 )(xf 称为被积函数， dxxf )( 称为被积表达式，x 称为积分变量， ],[ ba 称为积分区间，a
称为积分下限，b称为积分上限。 

注意： 

定积分表示一个数，它只取决于被积函数与积分上，下限，而与积分变量用什么字母无关。例

如：    dttfdxxf
b

a

b

a    

（二）规定 

1.在定积分中，如果a b ，规定    dxxfdxxf
b

a

a

b    

2.在定积分中，如果 ba  ，规定   0
a

a
dxxf  

三、定积分的几何意义 

（一）当   0xf 时，   Adxxf
a

a
 ； 

（二）当   0xf 时，   Adxxf
a

a
 。 

四、定积分的性质 

设函数    xgxf , 均为 ],[ ba 上的可积函数，则有下列性质： 

（一）常数因子可以提到积分号前,即     
b

a

a

a
dxxfkdxxkf   (k 是常数) 

（二）代数和的积分等于积分的代数和,即 
b

a
dxxgxf )]()([ 

b

a
dxxf )( 

b

a
dxxg )( 。 

（三）定积分的可加性 

如果积分区间 ],[ ba 被点 c 分成两个小区间 ],[ ca , ],[ bc 则 

      
b

c

c

a

a

a
dxxfdxxfdxxf  

（四）如果被积函数   1xf ,则有 abdx
b

a
  

（五）如果函数    xgxf , 在区间 ( , )a b 上满足    xgxf  ,则有 

   dxxgdxxf
b

a

b

a    

（六）如果函数  xf 在区间 ( , )a b 上的最大值与最小值分别为 ,M m ,则 
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     abMdxxfabm
b

a
   

（七）积分中值定理: 

设  xf 在 区 间 [ , ]a b 上 连 续 ， 则 在 区 间 [ , ]a b  上 ， 至 少 存 在 一 点  ， 使 得 

     baabfdxxf
b

a
   

由 定 积 分 的 几 何 意 义 去 理 解 定 积 分 中 值 定 理 更 直 观 ， 以 连 续 曲 线 ( )f x

（ , ( ) 0a x b f x   ）为曲边的曲边梯形面积，等于以 ( )f  为高，b a 为底的矩形的面积。 

第三节  定积分与不定积分的关系 

一、变上限函数 

（一）变上限函数的定义 

设函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续， ],[ bax 则  
x

a
dxxf 存在。在  

x

a
dxxf 式子中的 x 即是积分变

量，又是积分上限，为避免混淆，把积分变量改为 t ,则积分写为  
x

a
dxxf 。 

由于积分下限为定数a ，上限 x 在区间 ],[ ba 上变化，故  
x

a
dxxf 的值随 x 的变化而变化，

也就是说  
x

a
dxxf 是变量 x 的函数，称  

x

a
dxxf 为变上限积分。 

记作  
x

a
dxxfxF )( , ],[ bax  

（二）原函数存在定理 

1.变上限积分的可导性 

设 ( )f x 在区间 ,a b 上连续，则函数    
x

a
dxxfxF 在 ,a b 上可导，且其导数就是 ( )f x ，

即      xfdttf
dx

d
xF

dx

d x

a
   

本定理把导数和定积分这两个表面上看似不相干的概念联系了起来，它表明：在某区间上连续

的函数 )(xf ，其变上限积分  
x

a
dxxf 是 )(xf 的一个原函数。 

2.原函数存在定理 

若函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，则在该区间上 )(xf 的原函数存在。 

二、微积分基本定理(牛顿—莱布尼兹公式) 

设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上边续，且 ( )F x 是它在该区间上的一个原函数，则有 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a   

此公式称为牛顿—莱布尼兹公式。 

公式表明： 

1．定积分的计算不必用和式的极限，而是利用不定积分来计算。 

2．只要我们求出 ( )f x 的一个原函数 ( )F x ，在区间两端点处的函数值差 ( ) ( )F b F a ，就是

 
x

a
dxxf 的值。 
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第四节  定积分的计算 

一、换元法 

设函数 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上连续，变换 ( )x t 满足：1. ( ) , ( )a b     ;2.在区间

[ , ]( [ , ])   或 上， ( )t 单调且有连续的导数，则有 '( ) [ ( )] ( )
b

a
f x dx f t t dt




    

二、两类特殊的定积分 

（一）对称区间上的定积分 

设 )(xf 在关于原点对称的区间 ],[ aa ,上可积，则 

（1）当 )(xf 为奇函数时， ( ) 0;
a

a
f x dx


 （2） 当 )(xf 为偶函数时，

0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx


   

（二）周期函数的定积分 

设 )(xf 是以T 为周期的周期函数，且可积，则对任意实数a ，有 

0
( ) ( )

a T T

a
f x dx f x dx


   

三、定积分的分部积分公式 

设 )(xu 和 )(xv 在区间 ],[ ba 上有连续的导数，则 

[ ] ,
b bb

aa a
udv uv vdu    或    

b

a

b
a

b

a
dxuvuvdxvu  

上述公式称为定积分的分部积分公式。 

第五节  广义积分 

一、无限区间上的积分 

（一） ],[ a 上的广义积分 

设函数 )(xf 在区间 ],[ a 内连续，对于任意给定的 t a ，积分 
t

a
dxxf )( 都存在，它是 t 的

函数，如果极限  dxxf
t

at 
lim 存在，则称此极限值为函数 )(xf 在无限区间 ],[ a 上的广义积分，

记为 


a
dxxf )( 。 即    dxxfdxxf

t

ata  


 lim  

说明： 

1.若  dxxf
t

at 
lim 存在，称  

＋

a
dxxf 收敛;若  dxxf

t

at 
lim 不存在，称  

＋

a
dxxf 发散 

2.  
＋

a
dxxf 就是原函数  dttf

x

a 当 x →＋时的极限。 

（二） ]b，（－ 上的广义积分 

如果 )(xf 在 ]b，（－ 上连续，则    dxxfdxxf
b

tt

b

 
 lim 。若  dxxf

b

tt 
lim 存在，则称

  

b
dxxf 收敛；若  dxxf

b

tt 
lim 不存在，则称   

b
dxxf 发散。 

（三） ),(  上的广义积分的定义 
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如果 ( )f x 在 ( , )  上连续，则   


 




0

0
)()()( dxxfdxxfdxxf  

当   

0
dxxf 与  

＋

0
dxxf 均收敛时，  





＋
dxxf 收敛； 

当   

0
dxxf 与  

＋

0
dxxf 有一个发散时，  





＋
dxxf 发散。 

（四）无穷区间上的牛顿-莱布尼兹公式 

设 )(xF 是 )(xf 的一个原函数，则 )()()( aFxFdttf
x

a
 。记作： 

       xFFxFF
xx 

 lim,lim  

于是有：


 aa
xFaFFdxxf )()()()(  

bb
xFFbFdxxf


 )()()()(  








 )()()()( xFFFdxxf  

注意： )( ＋F 和 )( －F 是极限，广义积分是否收敛，取决于这些极限是否存在。 

二、无界函数的积分 

（一）函数 )(xf 在 bx  处无界 

设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续,当   


xf
bx

lim ，如果极限  

t

abt
dxxflim 存在，则称该极

限为函数 )(xf 在区间 ],[ ba  上的反常积分（或瑕积分）, bx  是函数 )(xf 的瑕点。记作 
b

a
dxxf )( ，

即  


t

abt

b

a
dxxfdxxf )(lim)( 。 

说明：若 

t

abt
dxxf )(lim 存在，也称 

b

a
dxxf )( 收敛； 

若 

t

abt
dxxf )(lim 不存在，也称 

b

a
dxxf )( 发散。 

（二）函数 )(xf 在 ax  处无界 

若 )(xf 在 ],[ ba 上连续，而   


xf
ax

lim ，则     


b

tat

b

a
dxxfdxxf lim  ； 

说明：若  

b

tat
dxxflim 存在,  则  

x

a
dxxf 收敛； 

 

b

tat
dxxflim 不存在, 则  

x

a
dxxf 发散。 

（三）函数 )(xf 在区间内一点c 处无界 

若 )(xf 在 ],[ ca 及 ],[ bc 上连续，而   


xf
cx

lim ，且广义积分 
c

a
dxxf )( 与 

b

c
dxxf )( 都收敛，

则广义积分 
b

a
dxxf )(  

c

a
dxxf )( 

b

c
dxxf )( 。 

如果 
c

a
dxxf )( 及  

b

c
dxxf 至少有一个发散，则称广义积分  

b

a
dxxf 发散。 

注意：无界函数的广义积分，在形式上与定积分没有区别，计算时注意对它的识别。 
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第六节  定积分的应用 

一、平面图形的面积 

（一） x —型平面图形的面积计算 

若由 ( )( ( ) 0), , 0y f x f x x a x b y    及 围成平面图形称为 x —型平面图形。其面积计算公

式为：  dxxfA
b

a 。 

由曲线        1 2 1 2, ( )y f x y f x f x f x   及直线 ,x a x b  围成的平面图形， 

其面积计算公式为：      
b

a
dxxfxfA 12  

（二） y —型平面图形的面积计算 

由曲线  yx  及直线 ,y c y d  围成的平面图形，称为 y —型平面图形，其面积计算公

式为：  dyyA
d

c  。 

由曲线    1 2,x y x y   及直线 ,y c y d  围成的平面图形，其面积计算公式为：

   2 1

d

c
A y y dy      

二、旋转体的体积计算 

（一）绕 x 轴旋转的旋转体的体积计算 

由连续曲线 ( )y f x 与直线 x=a，x=b 及 x 轴围成的曲边梯形，绕 x 轴旋转一周而成的立体

叫做旋转体。该旋转体体积为： 2 ( )
b

a
V f x dx   

（二）绕 y 轴旋转的旋转体的体积计算 

由曲线 ( )x y ,直线 y=c、y=d (c<d)及 y 轴所围成的曲边梯形绕 y 轴旋转一周而成的旋转体

的体积。该旋转体体积为：  2d

c
V y dy   

三、已知平行截面面积的立体的体积 

设一物体被垂直于某直线的平面所截的平面面积可求，不妨设上述直线为 x轴，在 x处的截面

积 ( )A x 是 x 的已知连续函数，则该物体介于平面 x a 和 x b （ a b ）之间的体积为：

 
b

a
V A x dx  。 

四、经济应用问题举例 
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第二部分  概率论初步（21 学时） 

第一章  随机事件及其概率 

本章知识点： 

1．随机事件及其运算（随机试验，随机事件与样本空间，事件之间的关系及其运算）； 

2．概率的定义、性质及其运算（频率，概率的统计定义，古典概率，概率的公理化定义，概

率的性质）； 

3．条件概率及三个重要公式（乘法公式，全概率公式，贝叶斯公式）； 

4．事件的独立性及贝努里(Bernoulli)概型。 

本章教学目的与基本要求： 

1.理解随机事件的概念，了解样本空间的概念，掌握事件的关系与基本运算； 

2.理解事件频率的概念，了解随机现象的统计规律性，理解概率的公理化定义和概率的其它性

质； 

3.理解古典概率的定义，掌握古典概率的计算，了解几何概率的定义及计算； 

4.掌握概率的基本性质和应用这些性质进行概率计算； 

5.理解条件概率的概念，熟练掌握条件概率的计算，熟练掌握乘法公式、全概率公式和贝叶斯

公式以及应用这些公式进行概率计算； 

6.理解事件的独立性概念，掌握应用事件独立性进行概率计算，理解贝努利试验的概念，熟练

掌握二项概率公式（贝努利概型）及其应用。 

本章教学重点： 

随机事件、事件的关系及运算、古典概型、概率的基本性质、条件概率、全概率公式、贝叶斯

公式、事件的独立性、贝努利概型 

本章教学难点： 

事件的关系及运算、古典概型、条件概率、全概率公式、贝叶斯公式、事件的独立性、全概率

公式的综合应用、贝努利概型。 

本章学时分配：9 学时 

第一节  随机事件 

一、概率论序言 

二、随机试验与随机事件 

（一）随机试验 

1．试验可在相同条件下重复进行； 

2．每次试验的可能结果不止一个，而究竟会出现哪一个结果，在试验前不能准确地预言； 

3．试验所有可能结果在试验前是明确(已知)的，而每次试验必有其中的一个结果出现，并且

也仅有一个结果出现。 

满足上述三个特性的试验，叫做随机试验，简称试验，并用字母 E 等表示。 

（二）随机事件 
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随机试验的结果称为随机事件，简称事件。 

1．必然事件：在试验中一定出现的结果，记作 Ω； 

2．不可能事件：在试验中一定不会出现的结果，记作； 

3．随机事件：在试验中可能出现也可能不出现的结果，常用 A、B、C…表示； 

4．基本事件(样本点)：试验最基本的结果，记作 ω； 

5．样本空间(基本事件空间)：所有基本事件的集合，常用 Ω表示； 

样本空间 Ω 中的元素是随机试验的可能结果。样本空间的任一子集称作随机事件。在一次试

验中，当且仅当子集 A 中的一个样本点出现时，称事件 A 发生。显然 Ω为必然事件，Φ为不可能

事件。 

三、随机事件间的关系与运算 

（一）随机事件间的关系 

1.包含：若事件 A 发生必导致事件 B 发生，则称事件 B 包含事件 A，或称 A 是 B 的子事件，

记作 BA ，或 AB 。 

2.相等：若 BA 且 AB ，则称事件 A 与 B 相等，记作 A=B。其直观意义是事件 A 与 B 的样

本点完全相同。 

（二）随机事件的运算 

1．事件的和（并） 

若事件 A 和事件 B 至少有一个发生，则称这样的事件为事件 A 与 B 的和事件，记作 BA 或

BA  。事件 BA 是属于 A 或属于 B 的样本点组成的集合。 

2．件的差 

若事件 A 发生而事件 B 不发生，则称这样的事件为事件 A 与事件 B 的差，记作 A-B。 

3．事件的积（交） 

若事件 A 与事件 B 同时发生，则称这样的事件为事件 A 与事件 B 的积，记作 AB 或 A∩B。 

4.互不相容事件(或互斥事件) 

若事件 A 与事件 B 不能同时发生，即 AB  (即 A 与 B 同时发生是不可能事件)，则称事件

A 与 B 是互不相容(互)事件。其直观意义是事件 A 与 B 没有公共样本点。 

5．对立事件（或互逆事件） 

在每次试验中，若事件 A 与事件 B 必有一个发生，且仅有一个发生，则称事件 A 与 B 为对立

事件或互为逆事件。即有： AB ，且  BA 。事件 A 的对立事件记为 A。 

6．完备事件组 

若事件 nAAA ,, 21 两两互不相容，且每次试验必出现且只出现一个，则称 nAAA ,, 21 构成

一个完备事件组。完备事件组中事件个数可以是有限个，也可以是可数个。 

（三）随机事件的运算规律 

对于任意事件 A,B,C 有： 

1．交换律：A+B=B+A；AB=BA 

2．结合律：A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C；ABC=A(BC)=(AB)C 

3．分配律：A(B+C)=AB+AC；A(B-C)=AB-AC 

4．对偶律(德摩根律)： BABA  ； BAAB   

交换律、结合律、分配律、对偶律都可推广到任意多个事件的情形。 

（四）随机事件间的关系与运算综合应用 
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第二节  随机事件概率的定义 

一、概率的统计定义 

（一）频率的稳定性 

考虑在相同条件下进行的 S 轮试验，事件 A 在各轮试验中的频率形成一个数列 

,
1

1

n

m
,

2

2

n

m
… ,

s

s

n

m
 

当各轮试验次数 1n , 2n ,…, sn 充分大时，在各轮试验中事件 A 出现的频率之间、或者它们与

某个平均值相差甚微. 

（二）概率的统计定义 

在实际中，当概率不易求出时，人们常取实验次数很大时事件的频率作为概率的估计值， 

这种确定概率的方法称为频率方法。 

二、概率的古典定义 

（一）古典概型 

若一个随机试验的结果只有有限个，且每个结果出现的概率都相同，则称这样的试验为古典型

随机试验(或称古典概型)。 

（二）古典概率定义 

对于古典概型试验中的事件 A，其概率为
样本空间中样本点数

中包含的样本点数A
AP )(  

（三）古典概型中事件概率的计算 

三、概率的公理化定义与性质 

（一）概率的公理化定义 

公理 1（非负性）：任一事件的概率介于 0 和 1 之间 

公理 2（规范性）：样本事件空间的概率为 1 

公理 3（可列可加性）：若可列个事件 nAAA ,, 21 两两互不相容，则和事件的概率等于各事件

的概率之和 

这里事件个数可以是有限或无限的. 

（二）概率的性质 

性质 1：对任一事件 A ，有 )(1)( ApAp   

性质 2：不可能事件的概率为 0，即 0)( P  

性质 3：设Ａ、B 是两个事件，若 BA ，则有 

)()( BpAp  ； )()()( ApBpABp   

性质 4：概率具有有限可加性，即若 nAAA ,, 21 两两互斥，则 





n

i
i

n

i
i APAP

11

)()(  

性质 5：对任意两个事件 A、B，有 )()()()( ABpBpApBAp   

推广： )()]()()([)()()()( ABCPBCPACPABPCPBPAPCBAP   
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第三节  条件概率与全概公式 

一、条件概率 

（一）条件概率的概念 

在事件 B 发生的条件下求事件 A 发生的概率，记作 P(A|B)，称作条件概率. 

一般情况下： P(A|B) ≠ P(A)。 

（二）条件概率的定义 

对于任意两个事件 A 与 B，其中 P(A)>0 ，则事件 B 在事件 A 发生的条件下的条件概率为： 

)(

)(
)(

AP

ABP
ABP   

（三）条件概率的性质 

设 B 是一事件，且 P(B)>0,则 

1.对任一事件 A，0≤P(A|B)≤1；  2.P(S|B) =1； 

3.设 A1,…,An 互不相容，则 P[(A1+…+An )|B] = P(A1|B)+ …+P(An|B)。 

（四）条件概率的计算 

二、乘法公式 

（一） )/()()( ABpApABp  ； )/()()( BApBpABp   

（二） )/()/()()( 12112121  nnn AAAApAApApAAAp   

（三）乘法公式应用实例 

三、全概公式与贝叶斯公式 

（一）全概公式 

设 nAAA ,, 21 是一个完备事件组，且 0)( iAP ，则对任一事件 B (P(B)＞0)，有 

)()()(
1

i

n

i
i ABPAPBP 



  

（二）贝叶斯公式(逆概公式) 

设 nAAA ,, 21 是一个完备事件组，且 0)( iAP ，则对于任一事件 B(P(B)＞0)，有 

),,2,1(
)()(

)()(
)(

1

ni
ABPAP

ABPAP
BAP

n

i
ii

ii
i 




 

（三）全概公式与贝叶斯公式综合应用 

第四节  贝努利概型 

一、随机事件的独立性 

（一）两事件的独立 

对于两个事件 A 与 B，若 P(AB)=P(A)P(B)，则称事件 A 与 B 独立。 

若事件 A 与事件 B 独立，则事件 A 与 B ， A 与 B， A 与 B 也相互独立。 

（二）多个事件的独立 
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对于任意 n 个事件 nAAA ,, 21 ，若其中任两个事件均相互独立，即对于任意整数 )1( nkk 

和任意 k 个整数 kiii ,,, 21    ),1( 21 niii k   都有 

)()()()(
2121 kiiikiii APAPAPAAAP    

成立，则称这 n 个事件 nAAA ,, 21 相互独立。 

注意： 

若 nAAA ,, 21 相互独立，则其中任意的 )1( nkk  个事件也相互独立。特别当 k＝2 时，它

们中的任意两个事件都相互独立(称为两两独立)。但 n 个事件两两独立不能保证这 n 个事件相互独

立。实际问题中，往往根据问题的实际意义来判定独立性。 

（三）事件独立在概率计算中的应用 

二、贝努利概型 

（一）独立重复试验 

在两个或多个独立试验中，若同一事件在各个试验中出现的概率相同，则称它们是相互独立的

重复试验。 

（二）贝努利概型 

满足以下三个条件的随机试验，称为 n 重贝努利试验。 

1．试验可以独立重复的进行 n 次；2．试验只有 A 与 A 两个结果；3．每次试验中，试验 A 出

现的概率不变，即 )10()(  ppAP 为常数。 

在 n 重贝努利试验中，事件 A 出现 k (0≤k≤n)次的概率为 

nkppCkP knkk
nn ,,2,1,0,)1()(    

此公式称为二项概率公式。 

（三）贝努利概型应用 
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第二章  一元随机变量及其分布 

本章知识点： 

1.随机变量的概念，随机变量的分布函数概念及其性质； 

2.离散型随机变量及其概率分布，离散型随机变量常见分布； 

3.连续性随机变量及其概率密度函数，连续性随机变量常见的分布； 

4.随机变量的函数的分布。 

本章基本要求： 

1.理解随机变量及其分布函数的概念，掌握其性质； 

2.理解离散型随机变量的概念及其分布列的概念和性质； 

3.理解连续型随机变量的概念及其概率密度函数的概念和性质； 

4.会利用分布列、概率密度函数及分布函数计算有关事件的概率； 

5.熟练掌握二项分布，泊松(Pisson)分布，正态分布，了解均匀分布和指数分布； 

6.会求简单随机变量函数的概率分布。 

本章重点与难点： 

离散型随机变量及其分布律、分布函数、连续型随机变量及其分布函数、密度函数、二项分布、

泊松分布、均匀分布、正态分布及其查表计算。 

本章重点与难点： 

分布函数的概念和求法，密度函数的概念，随机变量及其函数的分布求法。 

学时分配：6 学时 

第一节  随机变量与分布函数 

一、随机变量的概念 

（一）随机变量的定义 

设 E 为随机试验，它的样本空间为 Ω={ω}。若对于每一个样本点 ω∈Ω，都有唯一确定的实数

X (ω)与之对应，则称 X(ω)是一个随机变量(可简记为 X)。常用大写字母 X，Y，Z 等表示。 

（二）引入随机变量的意义 

（三）随机变量的分类 

1．离散型随机变量与非离散型随机变量（主要是连续型随机变量） 

2．一元随机变量与多元随机变量 

二、随机变量的分布函数 

（一）随机变量分布函数的定义 

对于随机变量 X 和任意实数 x，称函数 )()( xXPxF  为随机变量 X 的分布函数。它在点 x

处的值是事件{X≤x}的概率。 

（二）分布函数 )(xF 的性质 

1. )(xF 是单调不减函数； 

2． )(xF 右连续，即对任意的 0x ∈R，有 )()(lim)( 0
0

xFxFxF
xx


  

3． 0)(lim)( 


xFF
x

， 1)(lim)( 


xFF
x
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第二节  离散型随机变量及其概率分布 

一、离散型随机变量的概率分布 

（一）离散型随机变量概率分布的定义 

1．一个随机变量的一切可能的取值为有限个或可列无穷多个，则称它为离散型随机变量。 

2．X 是一个离散型随机变量，其一切可能值为 },,,{ 21  nxxx ，且 X 取各值时的概率为 

,,2,1,}{  kpxXP kk  

其中 ),2,1(0  kpk ，且 1
1




k
kp ，则称上式为 X 的概率分布，常记为 















n

n

p

x

pp

xx
X～

21

21
 

3．对于任意实数 ba  ，有 



bxa

k

k

xXPbXaP )()(  

（二）离散型随机变量概率分布的表示方法 

1．列表法；2．图示法；3．公式法 

（三）离散型随机变量的分布函数 

二、几种重要的离散型随机变量 

（一）超几何分布 

如果随机变量 X 的概率分布为 nk
C

CC
kXP

n
N

kn
MN

k
M ,,1,0)( 


  

其中 N,M,n 均为正整数，且 NnNM  , ,则称 X 服从参数为 N,M,n 的超几何分布。 

（二）几何分布 

如果随机变量 X 的概率分布为 10,,2,1)1()( 1   pkppkXP k   

则称 X 服从几何分布。 

（三）二项分布 

设事件 A 在任一次试验中出现的概率为 P，则在 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次数 k 的取

值为 0,1,2，…,n,且它的概率分布为 nkppCkXP knkk
n ,3,2,1)1()(    

则称 X 服从参数为 n,p 的二项分布，记为 ),( pnBX～  

（四）泊松分布 

如果随机变量 X 的概率分布为 



 


 ekXP )( ，k＝0,1,2, …, （ 0 ） 

则称 X 服从参数为的泊松分布。 

三、几个分布之间的关系 

（一）二项分布与超几何分布 

当 N,M 充分大，而 n 相对 N 充分小时，超几何分布与二项分布有如下的近似： 

kn
k

k
nn

N

kn
MN

k
M

N

M

N

M
C

C

CC 

 






 )1(  

（二）二项分布与 0—1 分布 
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如果随机变量 nXXX ,,, 21  相互独立，且都服从 0—1 分布，则 nXXX  21 服从二项分布

B(n,p) 

（三）二项分布与泊松分布 

如果 X 服从二项分布 B(n,p)，且 n 充分大（n≥100）,p 充分小（p<0.1）,而 np 适中，则有如下

近似公式： nke
k

np
ppC np

k
knkk

n ,3,2,1,0
!

)(
)1(    

第三节  连续型随机变量及其概率密度 

一、连续型随机变量的概率密度 

（一）问题引入 

（二）连续型随机变量及其密度函数的定义 

对于随机变量 X，其分布函数为 )(xF ，如存在非负可积函数 )(xf ,使得对于任意实数 x，有

 


x
dttfxF )()( ，则称 X 为连续型随机变量， )(xf 称为 X 的概率密度函数。 

（三）概率密度函数的性质 

性质 1:  xxf -0)( ， ； 

性质 2: 1)( 



dxxf ； 

性质 3: 对于任意实数 )(, baba  ，都有 
b

a
dxxfbXaP )()(  

注意： 

连续型随机变量 X 取任何给定值的概率等于 0，则   0 aXP 。所以有 

)()()()()( bXaPbXaPbXaPdxxfbXaP
b

a
   

（四）连续型随机变量的分布函数与概率密度的关系 

对于一个随机变量 X，其分布函数 )(xF 与概率密度 )(xf 之间有如下关系： 

对于 )(xf 的任一连续点 x，均有
dx

xdF
xFxf

)(
)()(   

二、几种重要的连续型随机变量 

（一）均匀分布 

如果随机变量 X 的概率密度为




 


，，

，

其他0

ba
1

)(
x

abxf ，则称 X 在区间 ),( ba 内服从均匀

分布，记为 X～ ),( ba ,其分布函数为




















，，

，

，

bx

bxa
ab

ax

ax

xF

1

,0

)( 。 

（二）指数分布 

如果随机变量 X 的概率密度为










，，

，，

00

0
)(

x

xe
xf

x
，则称 X 为服从参数为（ >0）的指
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数分布，记为 X～ )(e ,其分布函数为










，，

，，

00

01
)(

x

xe
xF

x

。 

（三）正态分布 

1. 正态分布的概率密度 

如果随机变量 X 的概率密度为
2

2

2

)(

2

1
)( 










x

ex ,  Rx 。则称 X 服从参数为 2, 的正

态分布，记为 X～N（ 2, ），其中参数 ∈R， 0 。 

2. 正态曲线 

正态概率密度函数
2

2

2

)(

2

1
)( 










x

ex 的图形是一条钟罩形曲线，称之为正态曲线。有如下性

质： 
性质 1:曲线关于直线 x 对称； 

性质 2:当 x 时， )(x 达到最大值
2

1
； 

性质 3:曲线以 x 轴为渐近线； 
性质 4:当  x 时，曲线有拐点； 

性质 5:若固定  ，改变 的值，越小，曲线“越瘦越高”；越大，曲线“越矮越胖”。 
3. 标准正态分布 
当 ＝0, ＝1 时，称 X 服从标准正态分布，记为 X～N（0,1） 

标准正态分布随机变量的概率密度和分布函数分别用 )(0 x 和 )(0 x 表示，即 

Rxex
x




,
2

1
)( 2

0

2


 ；  


x

O dtx (t) )(0  ＝  

x
t

dte 2

2

2

1


, Rx 。 

4.正态分布的性质 

性质 1:对于标准正态分布的随机变量 X，其密度函数 )(0 x 是偶函数； 

性质 2:如果随机变量 X～N（ 2, ），则

X
～N（0,1）； 

性质 3:设 X～N（0,1），对于给定的 ,(0 1)   ； 

如果 Z 满足 


  


Z
dxxZXP )()( 0 ，即  -1)(0  Z ，称 Z 为标准正态分布的上侧 α

分位数；如果 Z 满足     1)(00 ZZ ，称 Z 为标准正态分布的双侧分位数. 

5．正态分布的概率计算及应用 

三、拉普拉斯定理——二项分布的正态近似 

（一）棣莫弗-拉普拉斯定理 

设随机变量 X 服从参数 n 和 p 的二项分布，即 X～B(n,p)， )10(  p ，则对于任意正数 x，

有  








 x
t

n
dtex

pnp

npX
P 2

2

2

1
}

)1(
{lim


。 

即当 n 很大时，二项分布以正态分布为极限 )1(, 2 pnpnp   。 

（二）拉普拉斯局部极限定理 

设随机变量 X 服从参数 n， p（0<p<1）的二项分布，则对任意 x，有 

knkk
n qpCkXP  )( 2

2

2

)(

2

1 








x

e ， npqnp  2,其中：  

（三）拉普拉斯积分极限定理 
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设随机变量 X 服从参数 n, p（0<p<1）的二项分布，则对任意 x，有 

knkk
n

k

qpCbXaP  )( )()( 00
npq

npa

npq

npb 



  

第四节  随机变量函数的概率分布 

一、问题的提出 

二、离散型随机变量函数的概率分布 

设 X 是离散型随机变量，概率分布为 ,2,1)(  kpxXP kk  

则随机变量函数 )(XgY  取值 )( kxg 的概率为 ,2,1))((  kpxgYP kk 。如果函数值 )( kxg

中有相同的数值，则将它们相应的概率之和作为随机变量 )(XgY  取该值的概率，就可以得到

)(XgY  的概率分布。 

三、连续型随机变量函数的概率分布 
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第三章  随机变量的数字特征 

本章知识点： 

1．随机变量数学期望的定义及其性质，随机变量函数的数学期望； 

2．随机变量方差的定义及其性质； 

3．协方差，相关系数的定义与计算公式； 

4．几种重要随机变量的数学期望与方差。 

本章基本要求： 

1．理解数学期望与方差的概念，掌握他们的性质与计算方法； 

2．会计算随机变量函数的数学期望； 

3．熟记二项分布，泊松分布，正态分布的数学期望与方差，知道均匀分布，指数分布的数学

期望与方差； 

4．了解协方差，相关系数的概念，掌握他们的性质与计算方法。 

重点与难点：期望、方差及其性质和计算， 

学时分配：6 学时 

第一节  数学期望 

一、数学期望的概念 

（一）离散型随机变量的数学期望 

设离散型随机变量 X 的概率分布为 kk pxXP  }{     k=1,2,…，如果无穷级数


1k
kk px 绝对

收敛，则称此级数的和为随机变量 X 的数学期望(或均值)，记作 E(X)或 EX，即 





1k

kk pxEX 。 

(二) 连续型随机变量的数学期望 

设连续型随机变量 X 的概率密度为 )(xf ，如果广义积分 



dxxxf )( 绝对收敛，则称此积分

值为随机变量 X 的数学期望，记作 EX，即 



 dxxxfEX )( 。 

如果上述级数或积分不绝对收敛，则称此随机变量的数学期望不存在。 

二、数学期望的性质 

（一）对于常数 C，有 EC=C 

（二）对于常数 C 及随机变量 X，有 E(CX)=CE(X) 

（三）设 X 和 Y 为两个随机变量，则 E(X+Y)=E(X)+E(Y) 

（四）设随机变量 X 和 Y 独立，则 E(XY)=E(X)E(Y) 

三、随机变量函数的数学期望 

设 )(xgy  为连续函数，而 X 是任一随机变量，则随机变量 )(XgY  的数学期望可以通过

随机变量 X 的概率分布直接求出： 
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是连续的

是离散的

Xdxxfxg

XxXPxg

XEgEY k
kk

)()(

}{)(

)(  

四、数学期望的应用 

第二节  方差 

一、方差的概念及其简化计算公式 

设 X 是一随机变量，如果数学期望 2)( EXXE  存在，则称之为 X 的方差，记作 DX。 

DX 称为 X 的标准差。 

计算方差的简便公式： 22 )(EXEXDX   

二、方差的性质 

（一）设 C 是常数，则 DC=0 

（二）设 X 是随机变量，C 是常数，则 D(X+C)=DX， DXccXD  2)(  

（三）设随机变量 X 与 Y 相互独立，则 DYDXYXD  )(  

（四） 0DX ，并且 DX=0 当且仅当以概率 1 取常数，即 1}{  cXP ，其中 EXc   

三、常用随机变量的数学期望与方差 

（一）如果 X 是服从 0—1 分布的随机变量，即 1,0,)1(}{ 1   kppkXP kk  

则 pEX  , )1( ppDX   

（二）如果 X～ ),( pnB ，则 npEX  ， )1( pnpDX   

（三）如果 X～ )(P ，则  DXEX  

（四）如果 X～ ),( baU ，则
2

ba
EX


 ，

12

)( 2ab
DX


  

（五）如果 X～ )(e ，则

1

EX ， 2

1


DX  

（六）如果 X～ ),( 2N ，则 EX ， 2DX  
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第三部分  线性代数初步（选修 21 学时） 

第一章  行列式 

本章教学基本要求： 

1．了解二阶、三阶行列式的定义； 

2．熟练掌握行列式的性质及按行列展开定理； 

3．理解克莱姆法则，会应用克莱姆法则解二、三元线性方程组； 

本章知识点、重点与难点： 

知识点：二阶、三阶行列式的概念与计算，行列式的性质，行列式按行（列）展开定理，克莱

姆法则。 

重点：行列式的概念、性质及计算，展开定理，克莱姆法则 

难点： 行列式展开定理 

学时分配：9 学时 

第一节  二阶、三阶行列式 

一、二阶行列式的引入与计算 

（一）二元线性方程组







2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
， 若 021122211  aaaa ，则二元线性方程组有唯

一解： ,
12212211

122221
1 aaaa

abab
x





12212211

211112
2 aaaa

abab
x




  

引入 21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
 （由二元线性方程组的系数决定，也称为系数行列式） 

（二）定义：由四个数排成二行二列（横排称行、竖排称列）的数表
2221

1211

aa

aa
构成的表达式

21122211 aaaa  称为数表所确定的二阶行列式，记作
2221

1211

aa

aa
，即 

21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
 。 

（三）二阶行列式的计算——对角线法则 

即主对角线上元素的乘积减去次对角线上元素。 

利用二阶行列式求解二元线性方程组：若 021122211  aaaa ，则二元性方程组的解为 

,
12212211

122221

2221

1211

222

121

1 aaaa

abab

aa

aa

ab

ab

x




12212211

211112

2221

1211

221

111

2 aaaa

abab

aa

aa
ba

ba

x
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注意：分母都为原方程组的系数行列式。 

二、三阶行列式的引入与计算 

（一）定义：设有 9 个数排成 3 行 3 列的数表

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

。 

记 312213332112322311322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

  

称为上面数表所确定的三阶行列式。 

（二）三阶行列式的计算－对角线法则 

说明：（1）对角线法则只适用于二阶与三阶行列式 

（2）三阶行列式包括 3！项，每一项都是位于不同行，不同列的三个元素的乘积，其中三项

为正，三项为负。 

（3）每项的正负号都取决于位于不同行不同列的三个元素的下标排列。 

（三）利用三阶行列式求解三元线性方程组 

若三元线性方程组












3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

的系数行列式 0

333231

232221

131211


aaa

aaa

aaa

D  

记

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

D   

33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

D   

33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

D   

则
D

D
x 1

1  ，
D

D
x 2

2  ，
D

D
x 3

3  。 

三．n 阶行列式的定义 

第二节  行列式的性质 

一、将行列式转置，行列式的值不变； 

二、交换行列式的两行（列），行列式的值变号； 

推论: 如果行列式有两行（列）的对应元素相同，则此行列式的值为零； 

三、用数k 乘行列式的某一行（列），等于以数k 乘此行列式； 

推论 1:如果行列式某行（列）的所有元素有公因子，则公因子可以提到行列式外面； 

推论 2:如果行列式有两行（列）的对应元素成比例，则行列式的值等于零； 

四、如果将行列式中的某一行（列）的每一个元素都写成两个数的和，则此行列式可以写成

两个行列式的和，这两个行列式分别以这两个数为所在行（列）对应位置的元素，其它位置的元

素与行列式相同； 

推论：如果将行列式中的某一行（列）的每一个元素都写成m个数（m为大于 2 的整数）的

和，则此行列式可以写成m个行列式的和； 

五、将行列式的某一行（列）的所有元素同乘以数k 后加于另一行（列）对应位置的元素上，
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行列式的值不变。 

第三节  行列式按行（列）展开 

一、余子式与代数余子式 

（一）余子式 

定义：在n阶行列式 ijaD  中去掉元素 ija 所在的第i行和第 j列后，余下的 1－n 阶行列式，

称为D中元素的余子式，记为 ijM 。 

（二）代数余子式 

定义：D中元素 ija 的余子式 ijM 前添加符号 ji )1( ，称为 ija 的代数余子式，记为 ijA ，即

ij
ji

ij MA  )1( 。 

二、行列式按行（列）展开法则 

n阶行列式 ijaD  等于它的任意一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子式

乘积的和，即 
),2,1(2211 niAaAaAaD ininiiii   ),2,1(2211 njAaAaAaD njnjjjjj    

三、关于代数余子式的重要性质 

n阶行列式 ijaD  中任意一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积的

和等于零，即 

),2,1,(02211 sinsiAaAaAa sninsisi   ＝  

),2,1,(02211 tjntjAaAaAa ntnjtjtj    

综合有：








 ji

jiD
DAa ij

n

k
kjki ,0

,

1

 ；








 ji

jiD
DAa ij

n

k
jkik ,0

,

1

 。其中








ji

ji
ij ,0

,1
  

第四节  克莱姆法则 

一、引例 

（一）二元线性方程组的解 

若二元线性方程组







2222121

1212111

bxaxa

bxaxa
，系数行列式 0

2221

1211 
aa

aa
D ， 

则二元线性方程组有唯一解: ,

2221

1211

222

121

1
1

aa

aa

ab

ab

D

D
x 

2221

1211

221

111

2
2

aa

aa

ba

ba

D

D
x   

（二）三元线性方程组的解 
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三元线性方程组












3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

，系数行列式 0

333231

232221

131211


aaa

aaa

aaa

D ， 

则三元线性方程组有唯一解: 
D

D
x 1

1  ， ,2
2 D

D
x 

D

D
x 3

3   

其中

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

D  ，

33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

D  ，

33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

D   

二、克莱姆法则 

（一）若n元线性方程组
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

,当线性方程组的系数行列式 

0D 时，方程组有且仅有唯一解 ),2,1( nj
D

D
x j

j   

其中 jD 是把系数行列式D中第 j 列的元素用方程组右端的常数项代替后所得到的n 阶行列

式，即

nnjnnjnn

njj

j

aabaa

aabaa

D






1,1,1

11,111,111





  

（二）非齐次线性方程组与齐次线性方程组的定义 

设线性方程组
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

， ,,,, 21 不全为零若常数项 nbbb  则称此方程组为

非齐次线性方程组； 全为零,若常数项 nbbb ,,, 21  此时称方程组为齐次线性方程组。 

三、重要定理 

（一）非齐次线性方程组的相关定理 

1.如果有n个未知数n个方程的非齐次线性方程组的系数行列式不为零，则该方程组一定有解,

且解是唯一的。 

2.如果有n个未知数n个方程的非齐次线性方程组无解或有无穷多个不同的解，则它的系数行

列式必为零。 

（二）齐次线性方程组的相关定理 

1.如果有n个未知数n个方程的齐次线性方程组的系数行列式不为零，则该齐次线性方程组仅

有非零解。 

2.如果有n个未知量n个方程的齐次线性方程组有非零解，则它的系数行列式必为零。 
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第二章  矩阵与线性方程组 

本章教学基本要求： 

1.理解矩阵的概念，了解单位矩阵、对角矩阵、上（下）三角矩阵、对称矩阵与反对称矩阵，

行阶梯形矩阵和行最简形矩阵，以及它们的性质； 

2.熟练掌握矩阵的线性运算、乘法运算、转置运算，以及它们的运算规律，理解方阵的幂，掌

握方阵乘积的行列式； 

3.理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质，以及矩阵可逆的充要条件； 

4.熟练掌握矩阵的初等变换，理解矩阵秩的概念，熟练掌握用伴随矩阵法和初等变换法求逆矩

阵，掌握用初等变换法求矩阵的秩； 

会用消元法解线性方程组； 

5.熟练掌握用初等变换的方法求方程组解的方法； 

6.了解线性方程组的一般形式、矩阵形式，掌握线性方程组有解的判定定理。 

本章知识点、重点与难点： 

知识点：矩阵的概念、性质、运算，几种特殊的矩阵，逆矩阵，矩阵的秩，矩阵的初等变换。 

重点：矩阵的线性运算、乘法、转置，以及它们的运算规律；逆矩阵的概念及求法； 用伴随

矩阵法和初等变换法求逆矩阵，求矩阵的秩；用初等行变换求解线性方程组。 

难点：初等变换法求逆矩阵，及解矩阵方程；熟练掌握用初等行变换求解线性方程组的方法。 

学时分配：12 学时 

第一节  矩阵的概念 

一、矩阵概念的引入 

线性方程组
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

22222121

11212111

的解取决于系数 ),,2,1,( njiaij  及常数项

),,2,1( nibi  。线性方程组的系数与常数项按原位置可排为 



















nnnnn

n

n

baaa

baaa

baaa







21

222221

111211

 

对线性方程组的研究可转化为对这张表的研究。 

二、矩阵的定义 

由 nm 个数  njmiaij ,,2,1;,,2,1   排成的 m 行 n 列的数表称为 nm 矩阵。
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mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







11

22221

11211

记作 。 

三、几种特殊矩阵 

（一）方阵：行数与列数都等于n的矩阵 A，称为n阶方阵 A。 

（二）行矩阵与列矩阵 

1.只有一行的矩阵称为行矩阵(或行向量)。 

2.只有一列的矩阵称为列矩阵(或列向量)。 

（三）单位矩阵：





















100

010

001







nEE  

（四）零矩阵：元素全为零的矩阵称为零矩阵 

（五）对角矩阵：



















n










00

00

00

2

1

    。ndiagA  ,,, 21 记作  

（六）同型矩阵 

1.概念：两个矩阵的行数相等,列数相等时,称为同型矩阵 

2.两个矩阵相等 

两个矩阵    ijij bBaA ＝与 为同型矩阵,并且对应元素相等,即 

 ,,,2,1;,,2,1 njmiba ijij    

则称矩阵    ijij bBaA ＝与 相等,记作 BA   

（七）（上、下）三角矩阵 

（八）行阶梯矩阵、行最简形矩阵 

1.行阶梯矩阵特点： 

（1）可划出一条阶梯线，线的下方全为零；（2）每个台阶只有一行； 

（3）台阶数即是非零行的行数，阶梯线的竖线后面的第一个元素为非零元。 

2.行最简形矩阵 

行阶梯形矩阵中非零行的第一个非零元为 1，且这些非零元所在列的其它元素全为 0。 

3.结论 

（1） 。最简形变换变为行阶梯形和行总可经过有限次初等行对于任何矩阵 ,nmA   

（2）行最简形矩阵再经过初等列变换，可化成标准形。 

第二节  矩阵的运算 

一、矩阵的加法 

（一）定义：设有两个 nm 矩阵 )( ijaA  与  ijbB  ，那么矩阵 A与B的和记作 BA ，规
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定为


























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BA







2211

2222222121

1112121111

 

说明：只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进行加法运算。 

（二）矩阵加法的运算规律 
1. ABBA   
2.   CBACBA   

3. )(

21

22221

11211

ij

mnmm

n

n

a

aaa

aaa

aaa

A 
































称为矩阵 A的负矩阵。 

4.    BABAAA  ,0  

二、数与矩阵的乘法 

（一）定义：数 与矩阵 A的乘积记作 A 或 A ，规定为 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

AA














11

22221

11211

 

（二）数乘矩阵的运算规律 

设 A与B为 nm 矩阵，  , 为数 

1.  )( AA    

2.  AAA    

3. BABA   )(  

矩阵相加与数乘矩阵合起来，统称为矩阵的线性运算。 

三、矩阵的乘法 

（一）定义：设  ijaA  是一个 sm 矩阵，  ijbB  是一个 ns  矩阵，那么规定矩阵 A与

矩阵B的乘积是一个 nm 矩阵  ijcC  ，其中 





s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211    ,,,2,1;,2,1 njmi    

并把此乘积记作 ABC  。 

注意：只有当第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数时，两个矩阵才能相乘。 

（二）矩阵乘法的规律 

1. )()( BCACAB   

2.     CABAACBACABCBA   

3.   )()( BABAAB   （其中 为数） 

4. AEAAE   

5.若 A是n阶矩阵，则 kA 为 A的k 次幂，即 AAAAk  （k 个 A相乘）且 kmkm AAA  ，

  mkkm AA  （ km , 为正整数）。 
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注意：矩阵的乘法不满足交换律，即 BAAB  ，  kkk BAAB  。 

四、矩阵的其它运算 

（一）转置矩阵 

1.定义：把矩阵 A的行换成同序数的列得到的新矩阵，叫做 A的转置矩阵，记作 TA 。 

2.转置矩阵的运算性质 

（1）  AA
TT             （2）   TTT BABA   

（3）   TT AA             （4）   TTT ABAB   

（二）对称矩阵与反对称矩阵 

1.定义：设A为n阶方阵，若满足 TAA  ，即  njiaa jiij ,,2,1,  那末 A称为对称阵。若

AAT ＝ ，则称矩阵 A的反对称矩阵。 

2.应用 

设 A与B是两个对称矩阵，当且仅当 A与B可交换时， AB是对称的。 

（三）方阵的行列式 

1.定义：由n阶方阵 A的元素所构成的行列式，叫做方阵 A的行列式，记作 A 或 Adet 。 

2.方阵的行列式运算性质 

（1） AAT  ；（2） AA n   ；（3） BAAB   

（四）伴随矩阵 

1.定义：行列式 A 的各个元素的代数余子式 ijA 所构成的如下矩阵，称为矩阵 A的伴随矩阵 *A ，

即

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A







21

22212

12111

*   

2.性质： EAAAAA  **  

第三节  逆矩阵 

一、概念的引入 

在数的运算中，当数 0a 时，有
a

a
11 
为a的倒数（或称a的逆）。在矩阵的运算中，单位

矩阵E相当于数的乘法运算中的 1，那么，对于矩阵 A，若存在一个矩阵 1A ，使得 

EAAAA   11  

则矩阵 1A 称为 A的可逆矩阵或逆阵。 

二、逆矩阵的概念和性质 

（一）定义 

对于n阶矩阵 A，若有一个n阶矩阵B，使得 EBAAB ＝ ，则说矩阵 A是可逆的，并把矩阵B

称为 A的逆矩阵。 A的逆矩阵记作 1－A 。 

说明：若 A是可逆矩阵，则 A的逆矩阵是唯一的。 
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（二）定理:矩阵 A可逆的充要条件是 0A ，且
*1 1

A
A

A ＝－
，其中 *A 为矩阵 A的伴随矩阵。 

推论：若 EAB  （或 EBA  ），则 1AB＝ 。 

（三）奇异矩阵与非奇异矩阵 

当 0＝A 时， A称为奇异矩阵，当 0A 时， A称为非奇异矩阵。则 A是可逆矩阵的充要条件

是 A为非奇异矩阵。 

（四）逆矩阵的运算性质 

1．若A可逆，则 1－A 亦可逆，且  AA ＝
－－ 11 。 

2．若A可逆，数 0 ，则 A 可逆，且  11 1  AA


 －
。 

3．若A，B为同阶方阵且均可逆，则 A B亦可逆，且  111  ABAB －
。 

4．若A可逆，则 TA 亦可逆，且    TT AA 11 
 。 

5．若A可逆，则有
11 

AA ＝－
。 

三、用逆矩阵解矩阵方程 

（一）若已知 ,BAX  且 A可逆，则 BAX 1 。 

（二）若已知 BXA  ，且 A可逆，则 1 BAX  

（三）若已知 CAXB ，且 A，B均可逆，则 11  CBAX 。 

四、逆矩阵的计算方法 

（一）待定系数法；（二）伴随矩阵法：

*
1 A

A
A

－＝  ；（三）初等变换法 

第四节  矩阵的初等变换 

一、矩阵的三种初等行（列）变换 

（一）对调矩阵的两行(列)； 

（二）以数k 乘以矩阵某一行（列）的所有元素； 

（三）以数k 乘以矩阵某一行（列）的所有元素加到另一行（列）对应的元素上去。 

二、矩阵等价 

（一）若矩阵 A 经有限次的初等变换变成矩阵B，就称矩阵 A 与B等价，记作 A ～B。 

（二）等价关系的性质： 

1．反身性： A ～ A ； 2．对称性：若 A ～B，则B～ A ； 

3．传递性：若 A ～B，B～C，则 A ～C。 

例如，两个线性方程组同解，就称这两个线性方程组等价。 

三、初等矩阵 

（一）初等矩阵定义：由单位矩阵经过一次初等变换得到的方阵称为初等矩阵。 

（二）初等矩阵类型 

（三）初等矩阵作用 
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1．交换矩阵两行，相当于用同种初等矩阵左乘该矩阵。 

2．交换矩阵两列，相当于用同种初等矩阵右乘该矩阵。 

四、行简化阶梯形矩阵和标准形矩阵 

对于任何矩阵 nmA  总可经过有限次的初等行变换把它化为行阶梯形矩阵和行最简形矩阵。而

行最简形矩阵经过初等列变换又可以化为标准形矩阵。 

五、利用初等变换法求矩阵的逆矩阵 

（一）理论基础 

定理 1：设A是一个 nm 矩阵，对 A施行一次初等行变换，相当于在 A的左边乘以相应的m阶

初等矩阵；对 A施行一次初等列变换，相当于在 A的右边乘以相应的n阶初等矩阵。 

定理 2：n阶矩阵可逆的充分必要条件是它可以表示为一些初等矩阵的乘积。 

（二）初等变换法求逆矩阵 

1． .就变成时，原来的变成施行初等行变换，当把矩阵对 1)(2  AEEAEAnn  

2．
12  AEEA)

E

A
(nn 就变成时，原来的变成施行初等列变换，当把矩阵对 。 

（三）初等变换法求解矩阵方程 

1． BABEAB)(Ann 12  就变成时，原来的变成施行初等行变换，当把矩阵对 。 

2．
12  BABA)

B

A
(nn 就变成变成E时，原来的施行初等列变换，当把矩阵对 。 

第五节  矩阵的秩 

一、矩阵的k阶子式 

在 nm 矩阵 A 中，任取k 行k 列 ), nkmk （ ，位于这些行列交叉处的 2k 个元素，不改变

它们在 A 中所处的位置次序而得到的k 阶行列式，称为矩阵的k阶子式。 

二、矩阵秩的定义 

设在矩阵 A 中有一个不等于 0 的r 阶子式D ，且所有r ＋1 阶子式（如果存在的话）全等于 0，

那么 D 称为矩阵 A 的最高阶非零子式，数r 称为矩阵的秩，记作 rAR )( ，并规定零矩阵的秩

等于 0。 

三、矩阵秩的求法 

（一）利用定义 

（二）利用初等变换法 

1.理论根据：矩阵经过初等变换后，其秩不变。 

2.方法：用初等行变换把矩阵变成为行阶梯形矩阵，行阶梯形矩阵中非零行的行数就是矩阵的

秩。 
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第六节  线性方程组的解法 

一、消元法解线性方程组 

同解变换：把方程组看作一个整体变形，用到如下三种变换,变换前的方程组与变换后的方程

组是同解的。 

（1）交换方程次序；（2）以不等于０的数乘某个方程；（3）一个方程加上另一个方程的k 倍。 

二、线性方程组的矩阵表示 

（一)非齐次线性方程组的矩阵表示 
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

221222121

11212111

,bxA nm   其中系数矩阵 A ，增广矩阵  bAB , 。 

（二）齐次线性方程组的矩阵表示 
















0

0

0

2211

21222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa







0＝xA nm ，其中系数矩阵 A ，增广矩阵  0,AB  。 

三、初等行变换法解线性方程组 

（一）增广矩阵的初等行变换解非齐次线性方程组 

（二）系数矩阵的初等行变换解齐次线性方程组 

四、线性方程组有解的判断定理 

（一）齐次线性方程组有非零解的判断 

n元齐次线性方程组 0 xA nm 有非零解的充分必要条件是系数矩阵 A 的秩 nAR )( 。 

（二）非齐次线性方程组有解、有唯一解、无穷多解与无解的判断 

1．n元非齐次线性方程组 bxA nm  有解的充分必要条件是系数矩阵 A 的秩等于增广矩阵的

 bAB , 秩。 

2．n元非齐次线性方程组 bxA nm  有唯一解的充分必要条件是系数矩阵 A 的秩等于增广矩

阵的  bAB , 秩且都等于n。 

3．n元非齐次线性方程组 bxA nm  有无穷多解的充分必要条件是系数矩阵 A 的秩等于增广

矩阵的  bAB , 秩且都小于n。 

4．n元非齐次线性方程组 bxA nm  无解的充分必要条件是系数矩阵 A 的秩不等于增广矩阵

的  bAB , 秩。 
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